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Vorwort. 



Die folgenden Untersuchungen über w- fache Mannigfaltig- 
keiten, deren Linienelemente die Form 

d8=Nvdxl+ . . . +dajn 

haben, wo N eine gegebene Function von q=Vx\'\' • • •' +^n ist, 
beschäftigen sich hauptsächlich mit den geodätischen Linien dieser 
Oebilde und mit dem, was mit diesen Linien in engem Zusammen- 
hange steht. Namentlich sind es die m-fachen geodätischen Man- 
nigfaltigkeiten, die in den genannten n-fachen enthalten sind, 
ihre geodätischen Linien und Krttmmungsmasse; dann gewisse 
Ooordinatensysteme, die einen grossen Theil dieser Arbeit aus- 
machen. In den §§ 22, 23 und 24 finden sich einige Beispiele 
ausgearbeitet, von denen die schon häufig untersuchten sphä- 
rischen und pseudosphärischen Mannigfaltigkeiten specielle Fälle 
sind. 

Zum leichteren Yerständniss schien es mir zweckmässige 
einige bekannte allgemeine Sätze nicht nur anzuführen, sondern 
auch abzuleiten; es ist dies namentlich in dem § 9 über das 
fn-fache Element und in dem Schlussparagraphen, in dem sich 
einige Bemerkungen über das Riemannsche Krümmungsmass einer 
beliebigen n-fachen Mannigfaltigkeit befinden, geschehen. 

Lennep, im Januar 1899. 

A. Buchholz. 
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§ 1. Oleichungen der geodätischen Linien. 

Das Quadrat des Linienelementes einer n-tachen Mannigfaltig- 
keit besitze die Form 
1) d8^=N^idxl + ... + dxl\ 



worin ^ eine beliebige Function von Q=yx^ + . , . + x^ bedeu- 
ten soll. Die Lösung des isoperimetrischen Problems: 

y^Die Grössen x in der Weise als Functionen von r zu be- 
stimmen^ dass bei constanten Grenzwerthen dieser Grössen 

'h-o- ^[(-Ä)+-+(li?)>> 



wird^^j 

liefert dann zugleich die Gleichungen der geodätischen Linien 
der obigen Mannigfaltigkeit und die Länge r einer solchen Linie 
zwischen zwei gegebenen Punkten x^ und x] mithin kommt, wie 
eine einfache Rechnung zeigt, den Diflferentialgleichungen der 
genannten Linien die Form zu: 

d ^^dx^^dN x^ * 
dr dr dQNQ 
Die Integration dieser Gleichungen ist bekanntlich mit keinen 
Schwierigkeiten verknüpft; es soll hier ein Verfahren angewandt 
werden, das Lagrange im 2*®" Bande seiner analytischen Me- 
chanik, S. 12, für den Fall n = 3 entwickelt hat**. 

Wird aus den Gleichungen 2) die Grösse -r- !,>— eliminirt, 

dg Nq 

SO sind die neuen Gleichungen integrabel und liefern die — ^ — 

Relationen 



* Vgl. Lindelöf, Leijons de calcul des variations, S. 262. 
** Aehnliche Gleichungen sind auch von Binet und von Jacobi 
integrirt worden. 
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3) 



N* 



N* 



/ di 



2 



dx 
dr 



Xc 






a 



12 



13 



worin die Grössen a Constanten bedeuten. 

Die letzteren genügen nun der Gleichung 
4) axxi Ohxi = axn ax^x^ — axx^ ax^^ , 

und von den ^i "ö ö~T ^Gleichungen, die nach dem 

Schema 4) gebildet werden können, sind nur -^^ ^ — - unab- 
hängig von einander, z. B. die Gleichungen 

^ ^U ^34 "^ "l3 ^24 ~ %4 ^23 



5; 



^12^35 — ^13^25 



«16 «23 



«12 «8n = «13 «2n — Oln Ötgs 

«16 «24 



«12 «45 



«14 «26 



«12 «4n = «14 «2n — «111024 



«12 «n— 1, n — «l.n— 1 «2, n — «1, n «2,n— 1 y 

sämmtliche Grössen a lassen sich demnach durch die 2w— 3 von 
einander unabhängigen Grössen a^g^ais . . . ö[in,a23?«24 • • • «2n aus- 
drücken, folglich kann das System 3) durch das System 

/ / dx^ dxA 



6) 



^12 



N^ 



N2 



I dxn dxA _ 

(dx^ dx2\ _ 

'''~dV'^'~d^l^ 



öm 



a 



23 



N^lx, 



dXn 



Xt 



dxA ^ 
dr) 



a2n 



''2 J "^ö j_ 

dr dr 

vertreten werden. 

Diese Gleichungen sind nur insofern von einander unab- 
hängig, als aus ihnen keine Relationen zwischen den Constanten a 
allein mehr fliessen, sie geben aber, in passender Weise ver- 



§ 1. Gleichaugen der geodätischen Linien. 



einigt, noch w— 2 homogene, lineare Gleichungen zwischen den 
Coordinaten x und den Grössen a, nämlich die Gleichungen 

1^23 *^1 H" ^31 »^2 "r ^12 *^3 ^^ ^ 
«24 ^'1+041 ^2 +«12 ^4 = 
a2naJi+ania;g + ai2a?n= 0, 
die Integrale des Systems 2) sind. 

Die Wahl der Gleichungen 5) beruhte auf der Voraussetzung, 
dass die Constante 0^2 von Null verschieden sei, diese Voraus- 
setzung soll im Folgenden durchgehends beibehalten werden. 
Der Fall, wo sämmtliche Constanten a verschwinden, wird am 
Schlüsse dieses § eine besondere Berücksichtigung erfahren. 

Es sind nun noch zwei Integrale der Gleichungen 2) aufzu- 
suchen. Quadrirt man die Gleichungen 3) und addirt, so er- 
hält man 



^•!H(t')'+-+(W]-h'^+- 



+ a?n 



dXn 



dr\ \ 



1- 



= D\ 



WO 

oder 

8) 
so dass 

9) 



^* = «?.+•• •+«L,n; 



N*q*-N*q' 



{%)'-'>'' 



dr = 



N^gdg 



Beiläufig bemerkt, ist auch 



S 



D^ = N^Q^jl 



2:1— N--- [ = 
1 Q dr \ ) 



7\72^2^1 






Zur Auffindung des letzten Integrales setze man 
a^i = «1 f + &i ^ 
irg = «2 f + ^2 ^> wodurch 



10) 



Xq — 



«2 «13 — «1 «23 t , ^2 «13 — &1 «23 ^ 



a 



12 



a 



12 



__ OgOin — «lOgn t , &2 « in — friq2n 
Xn — s "T " ^ 

«12 «12 

wird, und bestimme die Grössen ^1 «2 ^1 ^2 s^? dass f *+?;*= ^* ist. 
Damit diese Gleichung stattfinde, müssen die zuletzt ge- 
nannten Coefficienten den Gleichungen 
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.,8 I ^» I (^«18 — ^ lQ28)* I , (g>qin — «1020)' . 

ai-f-fla-f- ^ r • • • T s^ = A 



10*) 



2 

«12 



2 
«12 



6M &z I (^»^'»~^^^g»^' I . (&2Qln-&iq2n)^ ^ ^ 



2 

au 



2 
«12 



a,&,+a,&,+ (^°^»~^^°»»y^ "?^:=^^+...+ 



2 
«12 



(«2 am — «1 a2n) (62 «m ~ *i ««n) 



2 

«12 







genügen. 



aj,- 



Man setze a^= — a^j wo i eine der Zahlen 3,4...w bedeutet, 

dann geht die erste Gleichung 10*) in Folge der Gleichungen 5) 
über in: 



a\ = 



2 

Oh 



2 , I 2 
aii+- ..+an< 



man hat also 

10^) 



2 2 

2 0.\i 2 «2» 

<»1= ^. ^ -? «2 = 



^^afj -^^a;.,- 



Ferner giebt die letzte Gleichung 10*), wenn man die Bezeich- 
nungen 



einführt, 



n n 

^1 = «12 -^^ «AI o-xi , B^ = ay^^2^ ax2 axi 



h = ^\' 



Endlich findet man mit Hülfe der zweiten Gleichung .10*) und 

der Beziehungen 

UV—W^ 



2 

«12 



worm 



n n n 

2 



11 1 



2 



10^) 



bl = 



B\ 



n 



h\ = 



A 



2 



2 rfi yx 2 



2 n2yj 2 
^ _ ai2^-f''^aAf 



Setzt man die Werthe 10*^) und 10<^) der Grössen «i, a^, 
&j, &2 ^^ 10) ^^^7 ^^ erhält man 
11) x^ = a^S-i'Kri, 
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WO 

n n n 

D kann nach Belieben positiv oder negativ genommen wer- 
den, es soll in IP) und im Folgenden durchgehends D die posi- 
tive Wurzel aus D^ bedeuten. 

Man ist nun im Stande, die erste Gleichung 6) durch die 

Substitution 

f = ^co8 4^, 97 = ^8in*' 

integrabel zu machen. In Folge dieser Substitution nimmt näm- 
lich die genannte Gleichung die Form an: 

man hat also 

d. h. 

12*) ^-K=^ /* £i^_=$, 

wo K eine willkürliche Constante ist. 

Wir wählten die erste Gleichung 6), weil wir voraussetzten, 
dass ai2 von Null verschieden sei. Die Gleichung 12) folgt na- 
türlich aus jeder beliebigen der Gleichungen 6); es ist hierbei 
zu beachten, dass 



Eliminirt man endlich ans 12*) mit Hülfe der aus 11) sieh 
ergebenden Werthe 

n n 

E^ai,xi 2^hxxx 

cos$' = -^ > sin<ß^ = — 



Q Q 

den Kinkel ^ , so erhält man als letztes Integral der Diffe- 
rentialgleichungen 2) 

n n 

£^axxx JS^hxXx 

12^) cos*= J^ cosJf-f^ sinÄ^, 

Q Q 

wo * den Werth 12*) hat. 



6 § 1. Gleichungen der geodätischen Linien. 

Diese Gldchangen und die Gleichungen 7) bestimmen nun 
eine geodätische Linie der vorliegenden Mannigfaltigkeit, wäh- 
rend die Gleichung 9) die Abhängigkeit der Coordinaten x von 
der Veränderlichen r darstellt. 

Beiläufig bemerkt sind, da in Folge der Gleichungen 11*>) 
die Goefficienten a und b durch die 2n— 3 Grössen a^, . . . a^n ein- 
deutig bestimmt werden^ diese Grössen und K die willkürlichen 
Gonstanten. 

Man denke sich nun r von einem gegebenen Punkte x^ der 
in Rede stehenden Linie an gerechnet: 

13) r=/-£*^-f^._-, 

und setze 

/* 
DdQ 
I 
Qu 

SO dass K den Werth des Winkels ^ im Punkte x^ bedeutet, 
und 



— = a«cos-fir+ bxSinÄ', 

^0 



q]/N^q^-D^' 



dann geht 12^) über in: 



° 



14*) cos * = 

Ferner hat man 

oder durch Einführung der Bezeichnungen 

15») i' = lN-fA , (7«=i:-i^" 

\ ar /x=xo 1 Qq 

wodurch Z>=iVoßoV^l— cf wird, 

15) ^ = ^cosJ>+ ,-_-gg- -8in<?>. 

e Qo j/i-c«" 

Es ist nämlich 

X 

— = («x cos Ä'+ 6x sin if) cos ^+ (6x cos Ä"— a« sin Ä^) sin $ , 
Q 



2, . «A 5O 

Qo 



* In welcher Weise die Integrationen auszuführen sind, wird im 
§ 8 gezeigt werden. 
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dr Q dr 
wo 



+Ö (6.co8(<f)+ü:)-a.sin(<&+ür)H|, 



d0 _ D ^Q _ y^ ocidxx 

dr~N^Q^ dr^ q dr 

und diese Gleichungen geben, da im Punkte x^ verschwindet, 

a^GOsK+K^inK = —^7 fe^cosÄ'— ax8inÄ'= ^ ^ " 

In dem vorhin erwähnten Falle, dass sämmtliche Grössen a 
verschwinden, lassen sich die Gleichungen 6) unmittelbar in- 
tegriren; sie geben die w— 1 homogenen, linearen Gleichungen 

-•/»x Xx iQ/XxX dXx 

^^) :;r = ^'' = hrr =:rr' 

Xi \(^Xi/ x = Xa Q/Xi 

WO c^, c^. , . d-i , Ct-f 1 . . . Cn willkttrliche Constanten sind. 

Die durch diese Gleichungen bestimmten geodätischen Linien 
schneiden sich, wenn die Mannigfaltigkeit einen Punkt besitzt, 
dessen Coordinaten sämmtlich gleich Null sind, einen Nullpunkt, 
in diesem Punkte. Der Einfachheit wegen mögen sie, auch 
wenn in der Mannigfaltigkeit kein solcher Punkt vorhanden ist, 
Nulllinien genannt werden. 

Man hat für diese Linien 

dr = ±:NdQ. 

TriflFt man dann die Bestimmung, was für das Folgende ge- 
schehen soll, dass r in einer Nulllinie, und diese ebenfalls, von 
dem Punkte an zu zählen ist, in dem q seinen kleinsten Werth 
hat, in einer Mannigfaltigkeit also, die einen Nullpunkt besitzt, 
von diesem an, so ist 
17) dr = NdQ, 

80 dass in einer Nulllinie q mit r fortwährend zunimmt. 

Ferner hat man für einen beliebigen Punkt x einer Nulllinie 

lo) z=zJS/—- • 

Q dr 

Endlich ist 

19) — = N-r-} — = r^-T- y 

Qo dr Q \ dr/x^^ 

wenn Xq und x zwei beliebige Punkte einer Nulllinie sind. 

Aus dem Vorigen folgt noch fast unmittelbar, dass eine Null- 
linie durch einen beliebigen ihrer Punkte, den Nullpunkt selbst- 



8 § 2. Geodätische Flächen. 

verständlich aoBgeschlossen, eindeutig bestimmt wird. In der 
Folge möge eine durch den Punkt a?("> gehende Nulllinie kurz 
mit Oa?^**^ bezeichnet werden. 

Mit den bis jetzt angeführten Linien sind nicht sämmtliche 
geodätischen Linien, die in einer Mannigfaltigkeit 1) vorkommen 
können, erschöpft. Multiplicirt man nämlich die Gleichung 2) 
mit Xh und summirt, so wird 

1 "dr dr dg N 
Setzt man nun in diese Gleichung ^=const., also 

n n n 

£'*x^dxH = Oy £>'XHd^x^4-£>'dxK='0y 
1 1 1 

so erhält man 

dq 
Die Gleichung ^=conBt. genügt also, wenn die Constante eine 
Wurzel der vorigen Gleichung ist, den DiflFerentialgleichungen 2). 
Hieraus folgt aber fast unmittelbar, dass die Gleichungen 7) und 
die Gleichung 

^=const.=^o; 

wenn ^o ^^^^ Wurzel der Gleichung =0 ist, ebenfalls eine 

dg 

geodätische Linie der Mannigfaltigkeit 1) bestimmen. 



§ 2. Oeodätisohe Fl&chen. 

Aus der Form, die das Quadrat des Linienelementes der 
vorliegenden Mannigfaltigkeit besitzt, folgt, dass die n von einem 
ihrer Punkte x ausgehenden Linienelemente d«(*), die durch po- 
sitive Aenderung je nur einer Coordinate entstehen, ein orthogo- 
nales System bilden. Die Winkel, die ein beliebiges im Punkte 
X anhebendes Linienelement ds mit den Elementen ds^*^ ein- 
schliesst, sollen die Richtungswinkel, ihre Cosinus die Richtungs- 
cosinus dieses Elementes genannt werden. 

Offenbar hat man 

1) coB{dsds(^) = Xi = N^= ^^' 



yk^dxl 
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Aas den Gleichungen 18) und 19) des yorigen § folgt, dass 
für eine Nulllinie 

2) 5^ = ?i = a!: = A.. 

Qo Q 

Die Elemente einer Nulllinie besitzen mithin constante Richtungs- 
winkel. 

Versteht man, wenn die Mannigfaltigkeit einen Nullpunkt 
besitzt, unter einer Nulllinie die ganze durch die Gleichungen 16) 
des yorigen § bestimmte Curye, so haben die Gleichungen 2) 
nur dann Gültigkeit, wenn die Punkte x^ und x auf derselben 
Seite des Nullpunktes liegen. Für zwei Punkte x^ und x, die 
auf entgegengesetzten Seiten dieses Punktes sich befinden, ist 



=^ y Ax ^= — nx] aDer == Au j = a^ • 

Q Qo Q Qo 

In den Gleichungen 15) des yorigen § bedeuten nun nach 
dem Vorigen die Grössen Xl die Eichtungscosinus des Anfangs- 

dementes der geodätischen Linie x^x, und C^=^^ — ll ist der 

Cosinus des Winkels, den das Anfangselement X^ mit der durch 
den Punkt x^ gehenden Nulllinie bildet, und zwar, wie eine ein- 
fache üeberlegung lehrt, mit der Verlängerung dieser Linie über 
den Punkt x^ hinaus. 

In der Folge soll dieser Winkel mit 0^ bezeichnet werden, 
und es sei 

sin(9o = +yi-Co*, 
so dass S^ zwischen und tz liegt. 



Man hat dann für einen beliebigen Punkt der Linie x^x 







Xl ^cos0® 

3) — = — cos 4i H f^^^ — sin 4i, 

und 

4) Z) = N^Q^^m &" = NgBin S. 
Die n Gleichungen 

5) dxH^=€idxx'\-ßdXx 

bilden bekanntlich die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür, dass die yon demselben Punkte a? ausgehen- 
den Linienelemente ds^ ds', dsf* in demselben Flächenelement 
liegen. 



10 § 2. Geodätische Flächen. 

Multiplicirt man 5) mit dx^j mit dx^ und mit dx^ nnd 
summirt jedes Mal; so wird, wenn 

^{dsds') = cp, -^{dsds") = cp', -^(d/dO = i? 

gesetzt wird, 

ds — ads'G08(p + ßd8''co&(p' 

ds cos 9? = a d«' + ß^^" cosi? 
d^cos^?' = adscos^^ + ßds", 
woraus folgt 

a-T-sin^d = cos 99— cos ^ cos 9:?' 



ds'' 
^-^- - sin* t? = cos 9p'— cos 1? cos 9p 

sin^i? = cos* 99 + cos*9?'— 2cosi?co899C0899'; 

oder, da die letzte Gleichung, nach 99' aufgelöst, cos99'=cos(99— «>) 

giebt, 

ds' _ sin (^ — 99) d«" _^ sin q? 

ds sini> ' ^ ds ~~sini>' 

wo 99 nach der Seite von ds^ hin zu zählen ist, nach der ^ ge- 
zählt wird*. Substituirt man nun die zuletzt gefundenen Werthe 
von a und ß in die Gleichung 5) und setzt 

_ Ndxyc j _ NdXx -'' _ NdXic 

^^'^'dT' ^''~~1[7~' ^''""d/'"' 

so dass A«, a1, A« die Eichtungscosinus der Elemente dSj ds'^ ds" 
bedeuten, so erhält man als nothwendige und hinreichende Be- 
dingungen dafür, dass die den Eichtungscosinus K, ^x, A« ent- 
sprechenden Linienelemente in demselben Flächenelement liegen, 
die n Gleichungen 

a\ 1 ^^ sin (p + C sin (i> - 99) 
"; X^ = ^ 

Hierbei kann der Winkel t? nach Belieben grösser oder 
kleiner als ji angenommen werden, im Folgenden soll ^ stets 
zwischen und n liegen ; ferner wollen wir noch die Bestimmung 
treflfen, dass das Element k" auf der Seite des Elementes X 



* Die in Rede stehend« Gleichung hat nämlich die Wurzeln 
cos 9?':= cos (9? ±1?), und es lässt sich leicht zeigen, dass 9?, wenn das 
Minuszeichen genommen wird, nach der Seite von ds' gerechnet wer- 
den muss, nach der ^ gezählt wird; dass hingegen q> nach der ent- 
gegengesetzten Seite zu zählen ist, wenn das Zeichen -{- benutzt wird. 
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11 



liegt j nach der der kleinere der beiden Winkel, die diese beiden 
Elemente einschlieBsen, gezählt wird, der Winkel (p ist dann nach 
der Seite des Elementes i! zu zählen, nach der A" liegt. 

Mit Htllfe der Gleichungen 6) ist man nun im Stande, die 
Gleichungen einer geodätischen Fläche aufzustellen, d. h. einer 
2-fachen Mannigfaltigkeit, die den geometrischen Ort für alle von 
einem gegebenen Punkte x^ ausgehenden geodätischen Linien 
abgiebt, deren Anfangselemente in demselben Flächenelement 
liegen. 

Für eine beliebige vom Punkte x^ ausgehende geodätische 
Linie gelten die Gleichungen 3), soll dann der Punkt x zu der 
in Rede stehenden Fläche gehören, nämlich zu der von x^ mit 
dem Anfangselement (AT') ausgehenden geodätischen Fläche, so 

müssen die Richtungscosinus k^ den Gleichungen 6) genügen. 
Man eliminire nun aus den Gleichungen 6) die Winkel i>, 9?, 
d'—q) und aus den resultirenden Gleichungen mit Hülfe von 3) 
die Richtungscosinus A^, so wird 

*^ai •^oa *^ai 



7) 



2 2 2 

'*'ai ^og '^-aj 

q" 5" 1" 

^ai ^oj ^ag 



= - (cos 0— sin ^cotg 0®) 
Qo 












^aj 


^ttg 


Aas 


^a| 


'*'ag 





oder, wenn man zur Abkürzung die Determinante links mitZ^ss; 
die Determinante rechts mit Lu^ bezeichnet, 



7a) 






Qq sin &* 

wo Qj , a^ , ttg eine beliebige Complexion von 3 Gliedern der Reihe 
l,2...n bedeuten. Dieses System ist aber bekanntlich aequiva- 



lent dem System 



7 b) 



j. _ g sin (6^- 0)^0 
^^"-^ sin©« ^' 



'183 



L, 



24 



Q sin(0«~*) ^0 



_ Q sin (0 0-0) yo 
dessen Gleichungen von einander unabhängig sind. Eliminirt man 



deshalb aus diesen Gleichungen die Grösse 



Q sin(0o_$) 



y SO er- 



^0 sin 0^ 

hält man »—3 homogene, von einander unabhängige Gleichungen, 
nämlich die Gleichungen 
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•''Ol •Ä'ot •Kai «J^a^ 







«3?ai »^oj •Co| »^a^ 


Aflj kfji^ 




^ax ^ot ^Of ^a^ 

a" / a" a" 

'»Ol '»■aj '^a% ^a^ 



= 0, 



die oflFenbar der in Rede stehenden Fläche angehören. 

Da X^ und X^ ein Flächenelement bestimmen sollen, so kann 



man es immer so einrichten, dass 



X X 

a" f 



von Null verschieden 



ist: eine vom Punkte x^ ausgehende geodätische Fläche, deren 
Anfangseleraent durch die Linienelemente A' und X" bestimmt 
wird, besitzt mithin die »—3 homogenen, linearen Gleichungen 



8) 



•^ai »^02 *Ka8 *^cijc 



Xai X, 











Xfm Xn 



J .1 J J 
^oj ^ag ^ag ^a^ 






// 



''«8 



A„. A 



// 



''«8 '^«x 



= 0, 



WO ;tf=4,5...w zu setzen ist, und a^,a^,,.a^ eine beliebige 
Permutation der Reihe l,2...w bedeuten. 

Fährt man endlich in die Gleichungen 14) des vorigen § 
den Werth des Winkels €fi ein, der aus 7) sich ergiebt, so er- 
hält man die letzte w— 2*® Gleichung der Fläche. In welcher 
Weise diese Elimination des Winkels 6^ zu bewerkstelligen ist, 
wird in einem der folgenden §§ gezeigt werden. 

In einem Falle geben die Gleichungen 7 ^) sämmtliche Glei- 
chungen der in Rede stehenden Fläche. Liegt nämlich das vom 

Punkte x^ ausgehende Element der Nulllinie Oo;^ in dem ge- 
gebenen Flächenelement (A'A'O; d. h. ist 



9») 



Xtt Xft sin (p+Xf( sin (^ ~ 9?) 



^0 siöi? 

so verschwinden die Determinanten L^, und die w— 2 Gleichungen 
7**) nehmen die Form an: 



9) 



Xai Xog *^a^ 
J ,/ J 






// 



K 



= 0, 



WO «=3,4...« zu setzen ist. Durch diese Gleichungen wird 
aber die Fläche vollständig bestimmt. 



§ t (Geodätische ¥^lächdii. lä 

Lässt man in 9*) den Winkel cp sämmtliche Werthe zwischen 
und 2jr annehmen, so stellen diese Gleichungen eine einfach 
unendliche Schaar Nulllinien dar, und durch Elimination von (p 
erhält man die Gleichungen des geometrischen Ortes dieser Schaar. 

Nun gehen aber die Gleichungen 9^), wenn in ihnen statt xl 
Xyc gesetzt wird, durch Elimination des Winkels (p in die Glei- 
chungen 9) über: man kann die Fläche 9) mithin auch als den 
geometrischen Ort einer Schaar Nulllinien betrachten, sie mag 
deshalb Nullfläche genannt werden. Besitzt die Mannigfaltigkeit 
einen Nullpunkt, so besteht die in Rede stehende Schaar aus 
den von diesem Punkte ausgehenden Nulllinien, deren Anfangs- 
elemente in dem Flächenelement {XX") liegen. 

Aus dem Vorstehenden folgt ferner unfnittelbar, dass jeder 
Punkt einer Nullfläche zu ihrem Anfangspunkte gewählt werden 
darf; bezeichnet man daher das einem beliebigen Punkte x einer 
Nullfläche entsprechende Element der letzteren mit (jjf! fi"), so 
fällt die vom Punkte x mit dem Anfangselement {jxfji") aus- 
gehende geodätische Fläche mit dieser Nullfläche zusammen. 
Dabei können sämmtliche Elemente einer Nullfläche durch zwei 
Linienelemente fi und /i" bestimmt werden, die für alle Punkte x 

der Fläche dieselben Ricbtungscosinus fx^c und //^ besitzen. 

Man kann in 9) statt der Richtungscosinus k^ und Jl^ die 
Coordinaten zweier Punkte der Nulllinien 

~, — ^X > 7/ — f^H 

Q Q 

einführen, die resultirenden Gleichungen 

*^Oi »^a» *^aff 

91») 



*^ai *^ai *^a^ 

u u u 
*^ai «^yog «^a„ 



= 



stellen dann eine Nullfläche dar, die durch zwei gegebene Punkte 
a?' und x" geht; selbstverständlich dürfen diese Punkte nicht in 
derselben Nulllinie liegen. 

Löst man die n—2 von einander unabhängigen Gleichungen 

10) a^i a?i + «KÄ^Jg + . . . + «xnÄJn = 0, 

x=l,2 . ..n—2y nach w— 2 Coordinaten auf, so erhält man 
Sind dann x' und x'' zwei nicht in derselben Nulllinie gelegene 



14 § 2. Geodätische Flächen. 

Paukte der Mannigfaltigkeit^ deren Coordinaten den letzten Glei- 
chungen genügen, so hat man 

Nun gehen aber diese Gleichungen und die Gleichung 11) durch 
Elimination der CoeflBcienten b^i und 6^2 in die Gleichung 9) 
über: die Gleichungen 10), d. h. beliebige w— 2 von einander 
unabhängige, homogene, lineare Gleichungen zwischen den Coordi- 
naten, stellen mithin eine Nullfläche dar. 

Da w— 2 der Gleichungen einer geodätischen Linie, wie im 
vorigen § gezeigt wurde, homogen und linear sind, so führt das 
zuletzt Bewiesene zu dem folgenden wichtigen Satze: 

Jede geodätische Linie einer N- Mannigfaltigkeit ist voll- 
ständig in einer Nullfläche enthalten, die durch zwei nicht in 
derselben Nulllinie liegende Punkte dieser Linie eindeutig be- 
stimmt ist. 

Was die geodätischen Linien einer Nullfläche betrifft, so 
soll hier noch bewiesen werden, dass sie zugleich geodätische 
Linien der Mannigfaltigkeit sind. 

Eine einfache Rechnung zeigt, dass die geodätischen Linien 
der Nullfläche 10) die n Differentialgleichungen 
d j^j^dxi dN Xi 
dr^^ = dQ Nq+^' ""'' + • • • +/^-2an-2.,- 

besitzen. Multiplicirt man diese Gleichungen mit ai,*, mit a^i . . . 
mit an-2,t und summirt jedes Mal in Bezug auf i, so erhält man 
mit Hülfe der Gleichungen 10) für die unbestimmten Coeflicienten fi 
/^i 2a\i + f^^ciu «2« + . . . -f- /ii,_2 ^au an-2, % = 
/^i ^a2iau + fi^ ^ali+ . . . +/in-2-2'a2tan-2,» = 



12) 



. jLll -^0^1-2, t «1« + /^ -2'an-2, i «2t + • • • + A*n-2 -^«n-2, i = ^' 

Nun kann aber bei der vorhin gemachten Voraussetzung, 
dass die Gleichungen 10) von einander unabhängig sein sollen, 
nach einem bekannten Satze die Determinante der Gleichungen 
12) nicht verschwinden, man hat daher den CoeflBcienten ju den 
gemeinschaftlichen Werth Null beizulegen, so dass die beiden in 
Rede stehenden geodätischen Linien dieselben Differentialglei- 
chungen besitzen; hieraus folgt aber fast unmittelbar der zu be- 
weisende Satz. 



§ ä. örenzen einer ^-Mannigfaltigkeit. Bedeutung des Winkels ^. 1& 

Aach noch in einem anderen Falle lassen sich sämmtliche 
Gleichungen einer geodätischen Fläche direct angeben. Steht 
nämlich das Anfangselement {k'X') dieser Fläche auf der Null- 
linie 6x^ senkrecht, d. h. ist 

so stellt die Gleichung 14) des vorigen § selbst die letzte Flächen- 
gleichung dar; oder, wenn ^o zu den Wurzeln der Gleichung 
dNQ 



dg 



= gehört, die Gleichung ^=^o = const. 



§ 3. Orenzen einer iV^-Mannigfaltigkeit. Bedeatung 

des Winkels 0. 

Das Gebiet einer iV^-Mannigfaltigkeit soll sich über alle 
Punkte X erstrecken, für die N einen endlichen, positiven Werth 
hat. Die Grenzen einer solchen Mannigfaltigkeit werden also 
Gleichungen von der Form 

^=a=const. 
besitzen, wo die Grössen a die Werthe von q bedeuten, in denen 
die Function N entweder aus dem Positiven in das Negative, 
oder aus dem Positiven in das Complexe tibergeht. In jenem 
Falle ist N{ä)=0, oder N(a) ^oo] in diesem muss N ein Zweig 
einer mehrdeutigen Function, und a ein sogenannter Verzwei- 
gungspunkt dieser Function sein. 

Ist N{a)—0 ein Minimum, oder iV(a)=oo ein Maximum von 
N, so ist Q=a selbstverständlich keine Grenzgleichung. 

Ist die Function A'' so beschaffen, dass sie für alle Werthe 
von Qj die kleiner als ein gegebener Werth a sind, positiv bleibt, 
so gehören zu der entsprechenden Mannigfaltigkeit auch Punkte 
mit unendlich kleinen Coordinaten ; diese Punkte sind aber nur 
dann von einem Punkte mit endlichen Coordinaten aus zu er- 



/ 



reichen, wenn / Ndg einen endlichen Werth hat, d. h. wenn 



{Nq)q=o = ist. Hat man hingegen (NQ)g=o>0, so sind die 
Punkte mit unendlich kleinen Coordinaten von jedem anderen 
Punkte X unendlich weit entfernt. 

Ehe wir uns zur Betrachtung der verschiedenen Arten geo- 



l6 § i. Gttenzen einer ^-Mannigfaltigkeit. Bedeutung des Winkels ^. 

dätischer Linien wenden, die in einer ^-Mannigfaltigkeit vor- 
kommen können; wird es zweckmässig sein, die Bedeutung des 
Winkels $ zu ermitteln. Wir fanden im § 1 für diesen Winkel 
die Gleichungen 



QqQ dr N^Q^ 

Das der Untersuchung vorliegende Stück möge einen Null- 
punkt besitzen, d.h. essoll (Nq)q=o = sein; ferner sei {N)q=o 
eine endliche Zahl. Man denke sich den Nullpunkt mit den 

Punkten x^ und x durch die Nulllinien Ox^ und Ox verbunden, 
lasse den Punkt x sich vom Punkte x^ aus nach der Richtung, 
nach der r wächst, auf der in Rede stehenden geodätischen 

Linie x^x bewegen, und bezeichne den Winkel, den das Anfangs- 
element der Linie Ox hierbei beschreibt, mit !P; es soll dann 
gezeigt werden, dass W fortwährend mit r wächst und gleich 
dem Winkel der letzten Formeln ist. 

Aus 1) folgt fast unmittelbar, dass cos!P=cos0 ist. Wenn 

nun W von einem Punkte x' der Linie x^x an abnähme, so 
müsste in diesem Punkte cos ¥^, also auch cos $, mithin auch der 
Winkel selbst ein Maximum oder Minimum sein ; der Winkel 
kann aber in keinem Punkte einer geodätischen Linie ein Maxi- 
mum oder Minimum werden, da er in Folge der Gleichung 2) 
mit r fortwährend wächst: W wird also, in Uebereinstimmuug 
mit dem ersten Theile unserer Behauptung, bei wachsendem r 
stets zunehmen. Der zweite Theil unserer Behauptung, dass W= 
sei, folgt einfach daraus, dass W und bei wachsendem r fort- 
während zunehmen, dass diese beiden Winkel für r=0 verschwin- 
den, und dass cos 3^= cos ^ ist. Hiermit haben wir den folgen- 
den, wichtigen Satz bewiesen: 

jyJede geodätische Linie eines Stückes einer N-Mannigfaitig- 
Jceity das einen NuUpunJct besitzt, für den (N)q=o gleich einer 
endlichen Zahl ist, umkreist diesen Punkt so, dass der Winkel 

W, den der bewegliche Leitstrahl Ox hierbei beschreibt, fort- 
während zunimmt. Dabei ist der Winkel W identisch mit dem 
Winkel ^ der Formeln 1) und 2).^' 

Zu einer anderen Bedeutung des Winkels 0, die für jedes 
beliebige Stück einer iV^Mannigfaltigkeit passt, gelangt man auf 
folgendem Wege. Man denke sich vom Punkte x^ aus in der 
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Nullfläehe, in der die in Rede stehende geodätische Linie x^x 
liegt, die Curve ^=^0 g^^^ogen, durch den Punkt x die diesem 
zugehörige Nulllinie gelegt und bezeichne die Länge jener Curve 
bis zu ihrem Durchschnittspunkte a^^^ mit der genannten Null- 
linie durch Jf?; dann wird, wenn sich der Punkt a?, vom Punkte 

x^ ausgehend, auf der geodätischen Linie x^x in der Richtung 
bewegt, in der r wächst, i? fortwährend zunehmen. Würde näm- 
lich E in einem Punkte x anfangen abzunehmen, so träfe eine 
Nulllinie in der unmittelbaren Nähe dieses Punktes die geodätische 

Linie x^x zweimal, man hätte daher fttr die Schnittpunkte aK*> 

und xP'^ co8^^^^ = cos*^*^; cos0, also auch der Winkel $ müsste 
mithin im Punkte x einen ausgezeichneten Werth besitzen, was 
der Gleichung 2) wegen nicht möglich ist : i? wird also, wie wir 
behaupteten, mit r fortwährend wachsen. 

In einem der folgenden §§, § 11, 26 '^), wird gezeigt werden, 
dass man für das vom Punkte x^^^ ausgehende Linienelement bs 
der durch die Punkte x^ und (c^^^ oder, was dasselbe bedeutet, 
durch die Punkte x^ und x bestimmten Nullfläche hat: 

TD ) ^^' 
wo r, D und die Winkel 0^, 0, 0^^^ sich auf die geodätische 

Linie x^x^^^ beziehen. 

Im Allgemeinen hat man ferner 

und, wenn ös mit dem Element der Curve ^=^0 zusammenfällt, 
also d^=0 ist, 

oder, da 
aJJ öU 

ist, 

dr = Nq sineiVo ßo co86>o (^^) rfÖ° 



d0(*) = iVo eo CO80O i^-^ß-) de» ; 
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und hieraus und aus 3) folgt dann 

Nun ist aber Nq für die Curve q=Qo constant, und die 

Grössen R und *^^^ versah winden beide im Punkte x^\ durch 
Integration der vorigen Gleichung erholt man mithin 

oder, da <&^'^^=<P ist, 

4) R=^N^Qo0. 
Hiermit haben wir aber unsere Aufgabe gelöst. 

Aus dem Vorigen folgt auch noch fast unmittelbar 

5) ^i^^i^i, 

Rq NoQo^ 

wenn Rq die Länge des zwischen den beiden durch die Punkte 
Xq und X gehenden Nulllinien gelegenen Stückes der Linie ^=^o 
bedeutet, und R^ dieselbe Bedeutung für die Curve q=Qi hat. 
Die Gleichung 4) setzt uns nun auch in den Stand, die Bc- 
schaifenheit der vorhin erwähnten Grenzen anzugeben. Ist näm- 
lich N{a)=0, so folgt aus 4) fast unmittelbar, dass zwei beliebige 
Punkte, für die ^=a ist, die Entfernung Null besitzen. In diesem 
Falle fitellt also die Grenzgleichuug Q=a keine (w—l) fache 
Mannigfaltigkeit, sondern einen Punkt dar, der, beiläufig bemerkt, 
der Durchschnittspunkt sämmtlicher Nulllinien ist. Ist N{a)=oo, 
so folgt aus 4), dass die Entfernung zweier Punkte, für die Q=a, 
unendlich gross ist. Nur wenn N{a) endlich ist, stellt die Grenz- 
gleichung Q=a eine (w—l) fache Mannigfaltigkeit dar, und, auf 
eine Nullfläche bezogen, eine endliche Curve. 



§ 4. Verlauf der geodätischen Linien. 

Es sollen nun die verschiedenen Arten geodätischer Linien, 
die in einer ^-Mannigfaltigkeit vorkommen können, betrachtet 
werden. 

Wir fanden im § 1 für r und die DiflFerentialgleichungen 

dr=±-—-:r-^^=^=j d0=^r^^—^dr, oder d0= ±——- ^-= > 

dr und in Folge der mittleren Gleichung auch d0 sind 
unter allen Umständen positiv, man hat also die oberen oder 



§ 4. Verlauf der geodätischen Linien. 19 

unteren Zeichen zu nehmen , jenacbdem q im Punkte co bei 
wachsendem r zunimmt oder abnimmt. Fällt nun das von einem 
Punkte X einer geodätischen Linie ausgehende Element är in 

die Verlängerung der Nulllinie Öx über den Punkt x hinaus, so 
ist dg positiv, besitzt dr die entgegengesetzte Richtung, so hat 

dg einen negativen Werth, steht endlich dr auf der Linie Ox 
senkrecht, so ist d^=0:^ wird mithin im Punkte x bei wachsen- 
dem r zunehmen oder abnehmen, jenacbdem der Winkel, den die 

Verlängerung der Linie Öx über x hinaus mit dem Element dr 
bildet, und den wir im § 2 mit bezeichneten, kleiner oder 

grösser als ^ ist. TriflFt man daher die Bestimmung, dass «=±1 

sein soll, jenacbdem 0^- ist, so kann man setzen: 

IN j sN^gdp j, eDdp 

1) dr= , grr-^^? d$=-— =^=-, 

wo die Wurzeln in beiden Formeln positiv zu nehmen sind. 
Wir betrachten nun eine von einem gegebenen Punkte x^ 

unter einem Winkel S^<^ ausgehende geodätische Linie, q wird 
in ihr anfänglich wachsen bis zu einem Punkte, für den 

ist. Der diesem Punkte entsprechende Werth ß von q möge weder 
zu den Verzweigungspunkten der Function Ny noch zu den Wur- 
zeln der Gleichung -, - =0 gehören, man kann dann die Function 

dg 

N^g^ für die Umgebung von ß in die Taylor'scbe Reihe 

2) N^Q^-D^ = a,{g-ß) + a,{g-ß)^+... 
entwickeln, worin a^ einen endlichen, negativen Werth besitzt; 
den Differentialquotienten 

dg_{lP^-p^"^' 

dr N^g 

also in die Reihe 

3) ^ = K(e-/J)y''(»<'+6i(e-i8)+----> 

worin 60 ^OQ Null verschieden ist. Dabei besitzt sowohl 

N*QdQ 



yWl — 



=/ 



00 
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die Länge der in Rede stehenden Linie zwischen den Punkten 
x^ und x^^y als auch der entsprechende Winkel 

J QiNY-i>^ 

eo 

einen endlichen Werth. 

Nun ist aber nach einem bekannten Satze der Functionen- 
theorie die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die durch die Differentialgleichung 

definirte Function q von r, wenn ß und r™» endliche, zusammen- 
gehörige Werthe sind, und ß einen n-fachen Verzweigungspunkt 
der Function fio) vorstellt, eine eindeutige Function von r ist 

die, dass die Entwickelung von f{Q) in der Umgebung desWer- 

1 

thes ß nach steigenden Potenzen von (g—ß)^ mit dem Gliede 

n— 1 

ig—ß) ^ anfange*. Wendet man diesen Satz auf die Gleichung 
3) an, so findet man, dass g auch für die Umgebung des Werthes 
r™» eine eindeutige Function von r ist und für das genannte 
Werthgebiet in die Reihe 

sich entwickeln lässt. Hieraus folgt aber fast unmittelbar, dass 
in der in Rede stehenden geodätischen Linie ß ein Maximum- 
werth von g ist, und dass die Linie selbst symmetrisch zur Null- 
linie Ox verläuft. 

Die Punkte einer geodätischen Linie, in denen g ein Maxi- 
mum wird, sollen Maximalpunkte genannt werden. 

/7 AT" 

Gehört feraer ß zu den Wurzeln der Gleichung ——^=0, ohne 

ein Verzweigungspunkt der Function N zu sein, d. h. hat man 
flir N^g^ in der Umgebung von ß die Reihe 

N^g'-D'=an{g-ßr+an+i{g-'ßr+'+ . . . , 
wo n eine positive ganze Zahl bedeutet, die grösser als 1 ist, 
so besitzen r^^ und 0™» unendlich grosse Werthe. In diesem 



* Königsberger, Elliptische Functionen, Theii 1, Seite 154 (1874). 
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Falle zieht sich die geodätische Linie in unendlich vielen Win- 
dungen um den Nullpunkt, oder nm die entsprechende Grenz- 
curve herum, und nähert sich hierbei asymptotisch der Curve 
Q=ßy die ebenfalls eine geodätische Linie ist. 

Endlich möge ß ein Verzweigungspunkt der Function N^q^, 
diese also in der Umgebung von ß durch die Reihe 

n n+l 

4) N^Q^-D^==an{Q-ß)^-^anUQ-ß) «^ +. . . 

darstellbar sein. Diese Reihe kann offenbar nur dann für Werthe 
von Qj die sowohl kleiner, als auch grösser als ß sind, reelle 
Ausdrücke für N^q*—D^ liefern, wenn die Coefficienten a reell 
sind, und m eine ungerade Zahl bedeutet. Da N^q^—D* för 
Werthe von q, die kleiner als ß sind, positiv sein muss, so wird 
an positiv oder negativ sein, jenachdem n gerade oder ungerade ist. 

Für —>2 sind dann wieder r^^ und 0™» unendlich gross, 
m 

so dass die in Rede stehende Linie in der zuletzt erörterten 

Weise verläuft. 

Der Fall — < 2 kann ferner mit Hülfe eines Satzes erledigt 
m 

werden, der eine Verallgemeinerung des eben angewandten Satzes 
ist. Er lautet: 

„Die durch die Differentialgleichung 

definirte Function g von r lässt sich für die Umgebung von r™», 
wenn r™* und ß endliche, zusammengehörige Werthe sind, und 
r>/i ist, in eine Reihe von der Form 

Q—ß^Cy(r-r'^^y-f+Cy^i(r—r'^^y-f^+ . . . 
entwickeln, worin 

y—fi 



V — fl 

ist.** 



-Cv = 0, 



Man hat nun im vorliegenden Falle 

^^ tr=^ö^ '(e-/S)*"(H-«.(e-^)"+ . . .) 

Ist dann n eine ungerade Zahl, so folgt nach dem genannten 
Satze ans der vorigen Gleichung 



22 § 3. Verlauf der geodätischen Linien. 

9m »m-M. 

wo 

2m 

m 






eine eindeutige, negative Grösse bedeutet; in diesem Falle ist 
mithin ß ein Maximum von Qj und x^^^ ein Maximalpunkt. 

Für ein gerades n hat man nach dem vorhin angeführten 
Satze 

wo 

m m 

Cm=(-^ ^1 l«n V , wenn w=4wi ist; 

oder 

in m+1^ 

7) Q-ß=Crn{anHr-r^^))^^^^+Crn+i{an\r- . . . , 

wo 

m 

Cm= (-YT' ~ ] y wenn w=2wi, und w^ eine ungerade Zahl ist. 

yx/2 w / 

Für Werthe von r, die grösser als r™» sind, kann im Falle 6) 

yon nach Belieben positiv oder negativ genommen werden ; in 7) 

hingegen ist )/a" mit dem positiven Vorzeichen zu versehen, da- 
für kann aber Cm nach Belieben positiv oder negativ genommen 
werden. Ist, beiläufig bemerkt, r<r"^», so folgt aus 5), da ja 

in diesem Falle f^<^y also - 'positiv ist, dass ]/an positiy 

zu nehmen ist, wenn n=4n^'^ negativ, wenn n=2n^, und n^ un- 
gerade ist. 

Aus 5), 6) und 7) folgt nun fast unmittelbar, dass g für 
Werthe von r, die grösser als r^^ sind, sowohl grösser als auch 
kleiner als ß sein kann, d. h., dass die in Rede stehende Linie 
im Punkte a?^^> sich in zwei Zweige spaltet, von denen der eine 
vom Nullpunkte sich entfernt, während der andere diesem Punkte 
sich nähert. Es möge jener mit 3, dieser mit 2, und der Zweig 



<ß) 



x^x mit 1 bezeichnet werden : 1 und 2 liegen dann symmetrisch 



zur Nulllinie Ox . Nähert man sich von einem Punkte der Linie 
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2 aus dem Punkte £c^'^\ so findet in diesem oflFenbar wieder eine 
Spaltung in zwei Zweige statt, von denen der eine mit 1 zu- 
sammenfällt, während der andere mit 3 zusammen symmetrisch 

zur Nulllinie Ox verläuft. 

In den im Vorigen behandelten Fällen existirt immer eine 
Curve Q=ß, wo ß eine Wurzel der Gleichung N^q^—D^=0 be- 
deutet, die für die vorliegende geodätische Linie besondere wichtig 
ist; insofern die letztere nämlich entweder diese Curve berührt, 

fi 
wenn <2 ist, oder ihr bei fortwährend wachsendem g asym- 
m 

ptotisch sich nähert, wenn -^2 ist. Im Falle der Berührung 

theilt sich bei geradem n die geodätische Linie im Berührungs- 
punkte in zwei Zweige, die zu beiden Seiten der Curve Q^^ß 
liegen; betrachtet man hierbei den dem Nullpunkte sich nähernden 
Zweig als die Fortsetzung der Linie, so liegt diese symmetrisch 
gegen die durch den Berührungspunkt gehende Nulllinie. Bei 
ungeradem n besteht nur der zuletzt genannte Zweig. 

7h 

Ist der Exponent grösser als 1, so gehört die Curve Q=^ß 

ebenfalls zu den geodätischen Linien der Mannigfaltigkeit, m 
und 71 können selbstverständlich nur für gewisse Grenzwerthe 
des ß von eins verschieden sein. 

Es sind nun femer die Fälle zu berücksichtigen, wo keine 
Curve von den eben angegebenen Eigenschaften besteht, wo also 
die geodätische Linie entweder die Grenze erreicht, oder in die 
Unendlichkeit verläuft. Ist Q=a die Gleichung der Grenze, so 
wird diese offenbar nur dann von einer den Nullpunkt nicht 
enthaltenden geodätischen Linie erreicht werden können, wenn 
(iV)^=a =00, oder wenn JV, also auch iVjo, für Werthe von Qj die 
grösser als a sind, complex wird. Es sind somit folgende Fälle 
in Betracht zu ziehen: 

1) (i\r),^«=oo. 

2) Q = a ist ein Verzweigungspunkt der Function iV, 

{NQ)Q-ra>D, und {N)Q=a ist endlich^ 

3) Q=a ist ein Verzweigungspunkt, ui?.d (iVjo)^=a=^i^* 

Im ersten Falle ist ^S unter all^ Umständen endlich, Vq 
endlich oder unendlich gross, jene^^tti^^i (iV(^^_^a))^=a=0, oder 



\ 
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von Null verschieden ist. Convergirt mithin (M^— a))^^« gegen 
Null, so erreicht die geodätische Linie das Grenzgebiet. Sie be- 
rührt hierbei, da 

. ^ iVo^osin©^ 

ist, die durch den Endpunkt gehende Nulllinie. Ist hingegen 
(^N(Q—a))^^^0, so verläuft die Linie in die Unendlichkeit. 

Im zweiten Falle sind $o und rl endlich; die Linie schnei- 
det die Grenzcurve unter dem Winkel ^—Oa, wo 0« durch die 

Gleichung 

(iVio)ß=:=a8in (9a=iVo^osin 0° 
bestimmt wird. 

Im dritten Falle sind $S und Vq entweder endlich, und die 

geodätische Linie bertthrt die Grenzcurve, gegen die durch den 

Berührungspunkt gehende Nulllinie symmetrisch sich verhaltend, 

fi 
wenn — <2 ist; oder unendlich gross, so dass die Linie bei fort- 

während wachsendem q der Grenzcurve asymptotisch sich nähert, 

wenn — > 2 ist. 
m 

Ist die Function N so beschaffen, dass sie für jeden end- 
lichen Werth von ^, der grösser als ein gegebener Werth a ist, 
endlich und positiv bleibt, so umfasst das Gebiet der Mannigfal- 
tigkeit auch Punkte, deren Coordinaten unendlich gross sind. 

* 

Kommt hierzu noch, dass (Nq)^ endlich oder unendlich gross 
ist, so sind die Punkte mit unendlich grossen Coordinaten zu- 
gleich unendlich entfernte Punkte: die Mannigfaltigkeit verläuft 
in die Unendlichkeit. Für die vorhin betrachteten Linien bat 
man nämlich entweder 0q =ro =oo, oder $^= einer endlichen 
Grösse, ro =oo, jenachdem (Nq)^ einen endlichen oder einen un- 
endlich grossen Werth besitzt ; eine solche Linie wird mithin, eine 
endliche oder eine unendlich grosse Anzahl Windungen nun die 
Grenzcurve Q=a beschreibend, dem Gebiete mit unendlich grossen 
Coordinaten sich nähern. Dabei verlaufen sämmtliche Nulllinien 
des in Rede stehenden Stückes ebenfalls in die Unendlichkeit. 

Anders verhält es sich, wenn (iVjo)^=0 ist. In diesem 
Falle besteht, wie gleich gezeigt werden soll, das Gebiet der 
Punkte mit unendlich grossen Coordinaten nur aus einem im 
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Endlichen gelegenen Punkte, der der Durchschnittspunkt sämmt- 
licher Nulllinien ist und von keiner anderen geodätischen Linie 
erreicht wird. 

Aus der Gleichung {Nq)^=^0 folgt nämlich, dass die Func- 
tion N für unendlich grosse Werthe von q in eine Reihe von 
der Form 

^^ ^^~ ?L+3 m+n+l > • • • 

^ m ^ m 

entwickelbar ist, worin m eine ungerade, n eine beliebige posi- 
tive, ganze Zahl bedeutet. 
Man setze nun 

9) . ajx=— yx, Qi = yyl+ . . • +yn= — J 

Qi Q 

dann hat das Quadrat des Linienelementes in den neuen Coor- 
dinaten die Form 

10) ds^==Nl(df,l+ ...+dyl\ ivr, = ^=-^- 

Durch Einftthrung der y-Coordinaten bleibt also die Form 
des Ausdruckes für das Linienelement ungeändert. Da nun jedem 
Werthe von a?« ein und nur ein Werth von y^ entspricht, und 
umgekehrt; und da einerseits aus der zweiten Gleichung 9) folgt, 
dass für sämmtliche Punkte mit unendlich grossen a;-Coordinaten 
^1=^2= • • • =yn=0 ist, andrerseits die Coordinaten ^«=0, weil 
in Folge der Gleichung 8) (iVi ^1)^^=0=0 ist, einen und nur einen 
Punkt der Mannigfaltigkeit bestimmen, so werden, wie behauptet 
wurde, sämmtliche Punkte mit unendlich grossen aj-Coordinaten 
mit diesem Punkte zusammenfallen. 

In Folge der ersten Gleichung 9) sind femer die Linien, 
die Nulllinien in Bezug auf die y-Coordinaten vorteilen, zugleich 
Nulllinien in Bezug auf die a?-Coordinaten, und umgekehrt; so 
dass, wie ebenfalls behauptet wurde, die Nulllinien des Stückes 
der in Rede stehenden Mannigfaltigkeit,, in dem der Punkt mit 
unendlich grossen Coordinaten sich befindet, sich säramtlich in 
diesem Punkte schneiden. Kurz, der Punkt mit unendlich grossen 
a?-Coordinaten besitzt in jeder Beziehung die Eigenschaften eines 
Nullpunktes. 

Der zweite Hauptfall, wo 6^>^ ist, kann durch Betrach- 

tungen, die den eben angestellten ganz ähnlich sind, erledigt 
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werden; man gelangt dabei zu Resnltaten, die sich von den vor- 
hin erhaltenen wesentlich nur dadurch unterscheiden, dass an 
Stellen, wo dort ein Maximum von q zu verzeichnen war, hier 
ein Minimum dieser Veränderlichen stattfindet. Die Punkte, in 
denen dies der Fall ist, sollen in der Folge Minimalpunkte ge- 
nannt werden. 



§ 5, Arten der geodätieohen Linien der 

iVr-Mannigfaltigkeiten. 

Wir sind nun im Stande, die Frage nach den verschiedenen 
Arten geodätischer Linien , die in einer ^-Mannigfaltigkeit vor- 
kommen, beantworten zu können. 

Jenachdem eine geodätische Linie beide Grenzen, oder nur 
eine, oder keine schneidet, soll sie durch L, oder durch L mit 
einem Zeiger, oder durch L mit zwei Zeigern bezeichnet werden. 
Der obere Zeiger m^ möge ferner andeuten, dass die Linie einen 
Maximalpunkt, der untere Zeiger m, dass sie einen Minimalpunkt 

besitzt, und Z^^ bezeichne eine geodätische Linie mit Maximal- 
und Minimalpunkten. Endlich soll der Zeiger d andeuten, dass 
sich die Linie der Curve q^ö asymptotisch nähert, der Zeiger oo, 
dass die Linie in die Unendlichkeit verläuft. Nach den Aus- 
einandersetzungen des vorigen § können dann in einer ^-Mannig- 
faltigkeit folgende geodätische Linien vorkommen: 

1} Linien Ijmy -^ > -^mj -^m? -^00 ) -^ j -L^tny -^00 y ■*-'i 

und die asymptotischen Linien 

o\ r«5 T-b jmi |-mi T^ T^ T T T^ T^ T* T* T^ 
^) -^m; ^mj ^d j -Lta y -^ j ^ ) -^ay ^dy ^xy -^ac ? -^a y J-'d j J^ a* 

Hierzu kommen dann noch die Nulllinien und die Linien ^=^p= 
const., wo ^0 ßiii® Wurzel der Gleichung - — =0 ist. 

Da N eine Zahl ist, so wollen wir N=f\-\=f{z) setzen. 



wo X eine gegebene Länge bedeuten soll; z=a und 2=6, &>a, 
mögen die Gleichungen der Grenzen sein; endlich wollen wir der 
Kürze wegen N^z^=F{z) setzen. 

Kennt man die Werthe, die F{z) für z=a und 2=6 hat, 
so kann man angeben, und das soll in der folgenden Tabelle ge- 
schehen, welche der Linien 1) und 2) in der der Untersuchung 
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vorliegenden Mannigfaltigkeit vorkommen können; kennt man 
dann noch den Verlauf der Curvcn y^F(z) zwischen den Abscissen 
z^a and z=^hy so kann man angeben, welche der genannten 
Linien wirklich vorkommen, und zwar in der Weise, dass sich 
bestimmen lässt, wie das durch einen beliebigen Punkt x^ ge- 
hende Büschel beschaffen ist. Wir werden das im folgenden § 
an einigen Beispielen zeigen. 

Denkt man sich die geodätischen Linien, die in derselben 
Nullfläche liegen, fftr eine dieser Flächen construirt, so gilt die- 
selbe Construction für jede andere. Um desshalb sämmtliche 
Arten geodätischer Linien zu bestimmen, die in einer gegebenen 
^-Mannigfaltigkeit vorkommen, kann man sich, wie es auch in 
der vorstehenden Tabelle geschehen ist, auf die Untersuchung 
derer beschränken, die in einer beliebigen gegebenen Nullfläche 
liegen. Dasselbe gilt ofi^enbar für die geodätischen Linien, die 
durch einen gegebenen Punkt x^ gehen: es genügt, die zu be- 
trachten, die in einer beliebigen durch den Punkt x^ gehenden 
Nullfläche liegen. Wir wollen sie mit C bezeichnen. Es ist klar, 
dass im System G die asymptotischen Linien 2) nur vereinzelt 
vorkommen können, sie entsprechen gewissen Grenzwerthen der 
Grössen Zm und z^k 

Ehe wir uns zu den vorhin erwähnten Beispielen wenden, 
möge hier noch ein Satz bewiesen werden, von dem wir später 
Gebrauch zu machen haben, nämlich der Satz: 

„ Von den Linienarten L", i,*, L^ , L« kann immer nur 
eine im System G vorkommen, d, h. durch einen gegebenen 
Punkt x^ gehen.^ 

Zum Beweise dieses Satzes haben wir nur zu zeigen, dass 
die Combination Lj^L^^ unmöglich ist, denn hieraus folgt fast 

unmittelbar, dass die Combinationen LraL^\ L^L^\ L^L^^ eben- 
falls im System G nicht vorkommen können. Dass aber Linien 

Lm und Linien im, oder Linien L"** und Linien i™* nicht zu- 
sammen durch denselben Punkt gehen können, ist selbstver- 
ständlich. 

Der Beweis, dass die Combination im und i™^ unmöglich 
ist, lässt sich nun in folgender Weise führen. Da sämmtliche 
geodätischen Linien einer iV^-Mannigfaltigkeit, wenn F{a)^Q ist, 
Minimalpunkte; wenn i<\6)=0 ist, Maximalpunkte; wenn jP(a)= 
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F(b)=0 ist, Maximal- und Minimalpunkte besitzen, so haben wir 
nur solche Mannigfaltigkeiten zu berücksichtigen, für die F{a) 
und F{b) von Null verschieden sind. 

Der kleinste Werth, den F{z) zwischen z=a und 2=b an- 
nimmt, sei F{c)=y. Ist dann Zq'>c, so gehen durch den Punkt 

x^ keine Linien L^\ für Dl=Nl2l^m^S^<y hat man nämlich 

Linien L, für Dl>y entweder Linien Lm> oder Linien iS*, oder 

Linien im und Linien im ; ist 2o<c, so lassen sich keine Li- 

nien Lm durch den Punkt x^ legen, denn für Di<y hat man 

wieder Linien L, für Dl>y entweder Linien L^\ oder Linien 

Lm\ oder Linien L™* und Linien LS*: in demselben Punkte x^ 
ist mithin die Combination LmL^^ unmöglich. Dies gilt aber 
auch dann, wenn F{z) für mehrere zwischen a und b gelegenen 
Werthe von z den kleinsten Werth y annimmt. Ist nämlich 

F(c^)=F(c2)= . . . =I^\Cjn)=yt und a<Ci<C2 . . . <Cm<6, so 
kann man, wenn Zq<Cj^, oder ^Cm ist, die vorige Beweisführung 
benutzen; ist aber Ci<Zo<Cm, so gehen durch den Punkt x^ 

entweder lauter Linien L, oder Linien L und Linien LS, je- 

nachdem Zq gleich einem der ausgezeichneten Werthe von z ist, 

oder nicht. Hiermit haben wir unsern Satz vollständig bewiesen. 

lieber die Linien mit ausgezeichneten Punkten möge hier 

noch kurz folgendes bemerkt werden. Linien Lm kommen dann 
und nur dann in einer ^-Mannigfaltigkeit vor, wenn die Glei- 
chung -—^=0 wenigstens eine positive Wurzel besitzt, und wenn 

dieser ein Maximum der Function F(z) entspricht. Hat die ge- 
nannte Gleichung nur eine positive Wurzel, und entspricht dieser 
Wurzel ein Minimum von F{z), so besitzt die entsprechende Man- 
nigfaltigkeit Linien Lm und Linien L"^\ Hat endlich die Func- 
tion F{z) keinen ausgezeichneten Werth, so kommen von den 
Linien mit ausgezeichneten Punkten entweder nur Linien Lm, 
oder nur Linien L™* vor, jenachdem F{z) bei wachsendem z zu- 
nimmt oder abnimmt* 
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§ 6. Beispiele. 

Die Beispiele, zu deren Ansarbeitnng wir uns nun wenden 
wollen, werden nicht nur das, was wir im Vorigen über die Li- 
nien des Systems C anführten, verdeutlichen, sondern auch zeigen, 
wie man die durch einen gegebenen Punkt x^ gehenden Arten 
geodätischer Linien wirklich bestimmt. 

Es möge zuerst 

8d 4n 

sein, wo a, /}, 7, 6 und d^ positive Zahlen bedeuten sollen; m eine 
ungerade Zahl, und d^ '>d ist. 
Wir setzen 

n 



F{z) verschwindet dann für die Wurzeln 

der Gleichung 

P P 

Da f7| negativ ist, so fallen die reellen Wurzeln der Gleichung 

F{z)=^(} mit den reellen Wurzeln der Gleichung 

2) (.-<$X^-<J,)=±Vg+l/^^=±«. 

zusammen. Die in Rede stehenden Wurzeln sind mithin unter 
den Werthen 

,^^+^1 l/(^+*i)' ^^4-.-. 



3) 



<J+^i -J{»+»iY 






^3 =-^ — r y — ^ ddi-Wi=6i 



d+\ .,t/(^+^i)' 



^4 = -^ + K 4^ " ^^^ +''^ == * 



zu suchen. Sollte n gerade sein, so ist hier und im Folgenden 

n 

unter y die positive reelle Wurzel zu verstehen. 
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Soll nun F(z) nur für zwei reelle, positive Werthe von z ver- 
schwinden, was wir annehmen wollen, so muss dd^^u^y und 

^ —<Ui sein; ist das der Fall, so sind die beiden positiven, 

endlichen Werthe z—a und z=b die einzigen reellen Wurzeln 
der Gleichung F{z)=0: a<<5, 6>^i. 

Wir nehmen also an 



4) 



ddi>Ui> 



nnter dieser Voraussetzung sind dann 

z=a und z=b 
die Grenzgleichungen der zu untersuchenden Mannigfaltigkeit. 

Setzt man in 1) z=d+ö, wo a eine unendlich kleine, posi- 
tive oder negative Grösse bedeutet, so findet man, dass F{d)=y 
ein Minimum der Function F(z) ist; in ähnlicher Weise lässt sich 
zeigen, dass F{di) = Y ebenfells ein Minimum dieser Function vor- 
stellt. Da F{z) sich für jeden andern Werth von z in eine Tay- 
lorsche Reihe entwickeln lässt, so kann man die übrigen ausge- 
zeichneten Werthe von F(z) nach der gewöhnlichen Methode er- 
mitteln, sie entsprechen also Wurzeln der Gleichung 

F^(2) = ^(^2-d){z-d^) 



2n— m 
m 



2n 



m 



{2z-d-d,)(a-ß{2-d){z-d,r)=0, 



und zwar den Wurzeln 



5) 



,=,^=t^A^-]/i±^.sö 



da = 



d+d. 



'2 






^ 



z=d^=^^+y^-^^^^'—dd 



(d+d,)* 



d+6. 



.+yp 



wo ^4 unter allen Umständen positiv ist, d^ in Folge der Un- 
gleichung ddi>Ui, 

Man hat nun die drei Fälle 



3^ 
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(<5i -<$)*> 



W 



4 < 
zu unterscheiden. Im ersten Falle sind dg ^^^ ^s ^^^'l; positiv 

und von einander verschieden; im zweiten ist ^2=^3 = ——^; 

im Dritten sind dg und d^ complex. Wir wollen uns hier nur 
mit dem ersten Falle beschäftigen, zwischen den Constanten des 
Ausdruckes 1) sollen also die Ungleichungen 



6) 



bestehen. 



|,,^>]/{«+|/«Ärl^_ 



ß» j 



u, 



ll/#<^^'' 



<W1 



Eine einfache Rechnung zeigt nun, das« F(z), wenn diese 
Ungleichungen stattfinden, vier Maxima und drei Minima hat. 

Die Maxima haben den gemeinschaftlichen Werth — -~y und ihnen 

entsprechen die Werthe d^, dg, dg, d^ von z. Den Minima ent- 



sprechen die Werthe (J, d^. 



S+d, 



j und zwar ist 



F(d)=Fid,)=y 

Ausser für z^d und 2=^1 nimmt F{z) noch für die vier 
Werthe 



7) 



•-'-^'--V 



e,= 



i\-sy 



ViW 



Y' 



5+<5i V{\-»)' 



1/(1)° 






m 



t 



«5+^1 . v{d,-dr 



m 



'.-r+r-4--+l/(jF 



den Werth y an; ausser für 2= "T ^ ist diese Function noch 
für die Werthe 



rp. 



8) 
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r2- 



Pi= 



_ö+d. 



Pa = 



d+d. 



P*= 



P6 = 



2 



+ 



y^+y(F(¥)f 



d+di 



+ 



m 
n 

m 



^'^+V§-{'^W 



^^=öi.i ./ö^l-<» 



fV^! 



gleich yi. 

Setzt man ferner 



so sind die Wurzeln der Gleichung 

identisch mit den Wurzeln der Oleichungen 

(2:-a)(z-di)=±fi, (2-<JX«-<5i) = ±r8; 
die Wurzeln jener Gleichung sind mithin 



U,=^-/''j*"+.. 



8») 



^+A+i/a^2! 



— r 



2 



^2- 2 



f- 



_d+d, ■i/id.-d)* 



4-»i 



«s- 2 



Wir haben nnn die drei Fälle 






'6 



-Vi 



=?±4+yarf!+., 



«8 = 



^H-*?! I y {s,-d)* 



f» 



i' 



> ^ V. (3i-3)»<n//2a\E 

n^, d. h. -i^^y^-jn 



getrennt zu behandeln. 
Ist erstens 

(«5i-«5)* 



< 



ymi 



also yi>y, 



BO Bind e, und Cj complex; F{z) wird für die Werthe e„ 6, ^„ 
e« von z gleich y, fUr die Werthe jj„ p„ pj, - „- S j»«, Ps, Pe 
gleich )-i; und die folgende Figur deutet die Gestalt der Cnr^'e 
a=F{z) an. 



Femer befinden sich in der folgenden Tabelle die verschie- 
denen Werthe der Wurzeln z^, z^.-.Zg für die ausgezeichneten 



Werthe 0, y, Yi, (7+^) von D\. 



B! 


"1 


"! 


^1 


2. 


h 


^i 


25 


2. 


2. 


2. 





complex 


y(^y=5g)? 


» 


comples 


6 


7 





W 


«i 


i 

Pt 
d, 


S 
P, 


.1. 
SÄ 


«. 


\ 


«1 


ri 


m~(^m 


4 


j». 


2 


ft 


Vi 


?« 


r^$ 


Vis)' 


vp 


li, 


d. 


d, 


* 


■J, 


d. 


Ä, 



Eb iBt mithin 

a<z,<di, dj<ZjS^, 6<z^<di, rf»<«4<- 



3-fA 
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üeber das System G geben die folgenden Zusammenstellungen 

Aufschluss. 

a<2o<d 





Linien des Systemes C 


^m 


2?mi 




D\>Y 




Zl 


2» 




D\-Y 


Eine Linie Lm, oder 
eine Linie L^ 




2s 


->1 
m 


D\<y 




2i 





«0 = 



Linien des Systemes C 



Zm 


^nii 


ei 


(5 


(J 


«5x 


«1 


a 


() 


\ 


«1 


2% 



D\=y 



Eine Linie 2=const.=i; 

oder eine Linie 2=coust. = 5, 
eine Linie Lm und 
eine Linie LS*; oder 
eine Linie Lm und 






— <1, — >1. 
m m 



eine Linie L 



m 

m» 
m 



2n 



m 



<1. 



Z>f<y 



-Zl^m 








Linien des Systemes C 


Zm 


2?in, 




i>!>yi 


■L'm 


2s 


«4 




D\-^Y. 


Eine Linie Lm^ 


2s=i'3 




Für «0=-'" geht diese 
Linie in die Linie z— 
coDst. ~- • über. 

2? 


y,>D\>y 




2s 


2a 




D\-y 


Eine Linie La', oder 
eine Linie iJ^ 


Z8 = ^ 


2o==<5i 




D\<y 




2i 


^8 
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^-%-'<Zo<\ 





Linien des Systemes C 


^m ' ^mi 


Dl>Yi 




^5 


2« 




ni-y. 


Eine Linie Lf^s^ 




^e-P* 




ri>i}l>y 




Zs 


^6 




D\-r 


Eine Linie L3, oder 
eine Linie lS*. 


Za-d 


2« — (5l 


%1 


D\<r 




2i 


^8 





2o = ^l 



Linien des Systemes C 




D\=y 



D\<y 



Eine Linie 2=const=^i; 

oder eine Linie z = const. = ö^ , 
eine Linie Z/S und 
eine Linie Lm ; oder 
eine Linie Lm und 
eine Linie iS 






ä 


«$, 


«^1 


«4 


d 


«5, 


\ 


«4 


Zl 


«8 



%1 



\n . 2w ^ 
— <1, — >1 



\2n 



m 



<1 



\<ZQ<b 





Linien des Systemes C 


Zfx\ 


^llll 




D\>y 


Z/m 


2, 


28 




D\ y 


Eine Linie lSJ\ oder 
eine Linie I/S. 


2, =(5, 


^8 ^4 


m 


D\<y 


ml 


21 


2« 





Zweitens mOge 

eeiu. In diesem Falle sind p^, p^, Pi und ^15 complex; i^z) wird 

für die Werthe p^, ■ ^ ^ und pg von z gleich y^, fflr die Werthe 

«j, 5, ßj, Cg, ^1, 64 gleich j-; und die folgende i'igar dentet die 
Gestalt der Curve 8=F{z) an. 



Die folgende Tabelle, die die Wertlie der Wurzeln ^^, ä, 
... ^ fDr die ausgezeichneten Werthe von Dl angiebt, zeigt, dasa 
anch in diesem Falle die Ungleichungen 10) gelten. 



Dt 


»1 


c, 


.. 


2. 


z. 


^^ 


»5 


2. 


^j 


2. 





comples 


v(3+y^)- 


a 


complex 


6 


r. 


complex 


i 


Pi 


pAp, 


2 


J». i?S 


y 





m 


*i 


6 


S 


«. 


^S 


ä. 


äi 


,+=■ 


yp 


w 


d, 


«i, 


d. 


Ä, 


Ä, 


<;. 


<*< 
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Die folgenden Zusammenstellungen geben über die Linien 
des Systemes C Aufschluss. 



a<Za<d. 





Linien des Systemes C 


Zj£i 


^mi 




D\>r 




«1 


3j — «J 




D\-v 


Eine Linie Z#m; oder 
eine Linie LS' 




">1 


r>D\>n 




^1 


^4 




m n 


Eine Linie L^ 

m 


Zl^Pl 






D\<n 




Zi 


^8 







Zo-^d. 










Linien des Systemes C 


Zm , 


2in, 




D\ y 


Eine Linie 2— const. — 5; 

oder eine Linie z — const. — 3, 
eine Linie Z#S* und 
eine Linie lS*; oder 
eine Tänie Lm und 
eine Linie iS*. 


«1 
d 


d 

«2 

^8 


%1 

Vi 2«>i 

f"<i 


y>m>y^ 




2i 

2i-i>i 




» 

Dl =71 


Eine Linie L^ 




Dl<y, 


7-m» 


«1 
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d<Zo< 



d+»i 





Linien des Systemes C 


Zxa 


2?mi 




m>r 


JUm 


«3 


«4 




D\ y 


Eine Linie L™*; oder 
eine Linie I#S*. 


ö 


«4 Cj 
^4 — *J 


">1 

m 


y>Dl>yi 


I^m. 


Zl 


«4 




D\-yi 


Eine Linie L^ 


«i-i^i 




Für^o-^^eht 

diese Linie in die 
Linie 2— const — 

'*+'^> ttber 




^ UUCl« 


m<yx 


■Lim 


^1 


H 




) 











<J+<Jl 



<3o<^l 





Linien des Systemes C 


^m 


Zmx 




D?>j. 


Ldm. 


«5 


zg 




i)f-y 


Eine Linie Lm, oder 
eine Linie iJ^. 


^5 *S 

25-es 


0e_<Ji 


%1 


y>J^\>yx 


■Lim. 


25 


^8 




Bl^y, 


Eine Linie I*S+<5i 

2 




28=P6 




D\<yi 




% 


.«8 
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^0 = ^1 





Linien des Systemes C 


Zja 


^m, 


m=Y 


Eine Linie 2— const.— <Ji; 

oder eine Linie z = const. = d^ , 
eine Linie Lm^ und 
eine Linie Lm'; oder 
eine Linie Lm und 
eine Linie Lm'* 


«3 


»1 

«4 

«4 , 

^8 


">1 
m 

n ^ 2n ^ 
-<1, — >1 
m m 

]2w , 
- <1 
m 


Y>r>*>Y^ 


Xon 


^5 




Di-Yi 


Eine Linie Lfls^ 

2 




^8 Pe 


I>\<Yi 


L*m 


1 


2« 

1 





ai<«o<& 






• 


Linien des Systemes C 


2in 


1 

1 


Dl>y 




«7 


«8 




Dl y 


Eine Linie L^\ oder 
eine Linie iS*. 


«7=^1 


28 -«4 
«8 -«4 


m 
m 


y>i>l>yi 


Lm 


«6 


^8 




^f-n 


Eine Linie L^ai 

2 




«8 Pe 


m 


^?<yi 


Zjm 

■ 


«1 


^8 





Drittens sei 

Unter dieser Voranssetzung wird 



_^+A 



3+5, 



Pi=Pz = ^> Pi=p5 = \\ nnd diese Werthe von z genügen Bäinrat- 
lich der Gleichung F{z)=y. 

Die nachstehende Figur deutet die Gestalt der Cnrve s = t\z) 

an. Sollte, beiläufig bemerkt, -<1 sein, so besitzt diese Curvc 

in allen drei Fällen in der nnniittelbaren Nähe der Punkte r und r, 
die Form ~^^, d. h. diese Funkte sind RUckkehrpankte. 



Die folgende Tabelle zeigt, dase die 
in diesem Falle Galtigkeit haben. 


Jagleichunge 


1 10) aiicli 


D\ 


tf, 


', 


'i 


»1 


^s 


'i 


's 


2. 


h 


2. 

6 





complex 


VWW)' 


a 


complex 


Y 





VW 


«1 


d 


i 


t 


1 


- 




*4 

i. 


'+? 


iW 


nr 


d. 


d. 


d. 


d. 



lieber die Linien des Systemes C geben die folgenden Zu- 
sammeoBtellungen ÄufscblnsB. 
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a<ZQ<d 





Linien des Systemes C 


Zm 


^DBi 




D\>y 


I^Td 


2i 


2» 

2g = a 




D\-y 


Eine Linie Lm? oder 
eine Linie iJ^ 


«1 




D\<7 


■Lim 


H 







Zo—ö 










Linien des Systemes C 


Zin Zm, 




ni^y 


Eine Linie 2— const.— i; 

oder eine Linie z — const. d, 
eine Linie Lm und 

eine Linie Lm^ ; oder 
eine Linie Lm' and 

eine Linie La, 


«1 

(5 
«1 

^1 


d 
d 

«8 


%1 

n ^ 2n ^ 

-<1, — >1. 
m m 

Kl 

m 

1 


D\<y 







d<2!0< 



ä+d. 



= 2 





Linien des Systemes G 


Zm 


Zm^ 




2)f>y 




«8 
«1 


«4 
2^8 




i>!-r 


Eine Linie Ls ^ , oder 

a-fai 

eine Linie Lm 


"<i 

m 


fi 1 « 
Ist ^0 ~9 ? S^ ^** 

man statt dieser Li- 
nien die Linie 

2= const. = — ^ 


Dl<y 


-Ljjn 
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d+d. 





Linien des Systemes C 


Zm 


^mi 




Dl>Y 


j-mt 


^6 
«1 


^6 




Dl-Y 


Eine Linie La+a», oder 

2 

eine Linie Lfls^ 

8 


z^-di 


%1 

m 


Dl<y 




«8 





2^0 = ^1 





Linien des Systemes C 


Zjn 


^mi 






Eine Linie 2— const. d^'^ 










oder eine Linie z—const.=di, 






' 


Z>f-y 


eine Linie LS+<j» und 

2 




«Ji 


m m 




eine Linie LS*; oder 


\ 


64 






eine Linie iS+a^ und 




<5i 


\2n 




2 






<1 




eine Linie Zm^ 


^1 


«4 

«8 


Jw 


i)?<y 









d^<Zo<b 








Linien des Systemes C 


Zjh 


2!m, 




Dl>Y 


L/xn 


«7 


«8 




Dl=y 


Eine Linie LT] oder 
eine Linie iS* 


«7-^1 


«8-«4 
0g — «4 


">1 


DKy 




«1 


«8 
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Convergiren gleichzeitig Di gegen — -ß^ und Zq gegen 

P 

di (i = 1| 2, 3, 4), 80 arten die entsprechenden Linien I^ in 
Bämmtlichen drei Fällen in einen Punkt aus; und für ZQ = di, 

jD|= — ^^ hat man noch die Linie 2=const.=di. 

Es mögen hier noch einige Ansdrflcke fttr F(z) Platz finden, 
deren Ableitung mit keinen Schwierigkeiten verknüpft ist. 

F(2)=f„{2)i2-aXz-b)(z-a,){z-b,) 
F(z) - y =fi{z)[z - ei)(z - e,)(a -«,)(«- ej 

■fl«) - ri =fyiM.z - piX« -i),)(2 -!>,)(« -i»4)(2 -iJöK« - p«) 

i^«)--±^=/'d(e)(2-d,)»(«-d,)»(2-d,)»(2-d4)* 
WO ^ S, . /a'\-. ,(xY-^*li 



.+ß)l+...+(^pl 






!1 + 



fe^-+(?Fi 






2(n— m)i 



/ Av A^ j^/2a\?E ,/2a /<J,-<}\^.-?. .M^ 



m ^ 
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§ 7. Beispiele. Fortsetzang. 
Es möge nun 

sein; die Wurzel soll positiv genommen werden, und n und m 
sollen ungerade, a, ß und y positive Zahlen bedeuten. F{z) wird 
für Werthe von z, die kleiner als d oder grösser als d^ sind, 
complex. 

Wir wollen dann weiter annehmen, dass die Constanten des 
Ausdruckes 1) der Ungleichung 

genügen, unter dieser Voraussetzung ist F{z) für Werthe von z, 
die zwischen d und di liegen, endlich und positiv, so dass z=d 
und z=di die Grenzgleichungen der in Rede stehenden Mannig- 

faltigkeit sind; ferner wird F{z) für «=— ^ ein KTinimum, 
ftlr 



6+ dl -i M-d)» /a\gg 
2 K 4 \ßj' 



e=d,=^-l/^^q^-^ TT und 



ein Maximum; und 

F(,di) = F{d,)=:^^' 

Dabei nimmt i^^z) noch fQr 

den Werth y, für 

^=i,,=-2 — |/— 4 — \j-[-2-n 



2m 
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den Werth y^ an; in letzterem Falle muss aber 
3) _/_i__\™>o sein. 

Man kann nämlich der Gleichung F{z)=yiy wenn 



n 



gesetzt wird, die Form 



htm-<:i-(^m 



=0 



geben. Da nun u positiv sein soll; so kann der zweite Factor 
nur unter der Bedingung 3) verschwinden, p^ und p^ sind Wur- 
zeln der Gleichung ^*=("^""(~9^ l™) • 

Die Gleichung iV^V— Z>f=0 endlich besitzt die Wurzeln 



f- 



»+\ , i/(»i-»Y 



zs^-^r^+y'^^^-v, 



d+d, . .-|A<5i-<J)* 



^*= 2 +^ 4-"-^" 



von diesen befriedigen aber z^ und z^ nur dann die Gleichung 
^^'2^2 —2)2=0, wenn D\>y ist. Die u Wurzeln dieser Gleichung 
sind nämlich 

und Wi, dem 2?i und 2^ entsprechen, ist nur für D\>y positiv. 
Wir haben nun wieder die drei Fälle y^y^ oder, was das- 



selbe ist, 



\ 2 I <ß 



zu unterscheiden. Ist yi<yy so sind die Grössen e^ und ßg end- 
lich und positiv, und die Gleichung F{z)=y^ hat die einzige 

Wurzel z= — ^* Hat man umgekehrt y<yi, so sind e^ und ßg 

complex, jJi und jpg aber Wurzeln der genannten Gleichung. Findet 

endlich Gleichheit statt, so hat man e^—e2=—\y^y i'i==<5, jP2==5i. 
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lieber den Verlauf der Curve 8=F[z) und über die Linien 
des Systemes C geben die folgenden Figuren und Zusammeo- 
stelluDgen Äafschlnss. 



I. Fall. 



^l/SSp>^->(-)", 



also yi<Y. 



b; 


", 


". 


z. 


', 1 «. 


^* 







{^.Y^f 




complei 


complez 




n 




4 




.^ 


2 




y 





iW 


S 


e, 


«1 


•Si 


'+1 


r 


(r 


d, 


d, 


li. 


(i. 



■««oS- 



.i5+i. 





Linien des Systemea C 


Sm 


^~~ 




B\>y 


iZ 


Z, 


«t 




D\=, 


Eine Linie Uf', oder 
eine Linie XS'. 


z^=6 


2» = ei 

2s- Ci 


/' >1 die Qrenicnrven i=a; 

*'" Uo.duBsderBerUhrungs- 

« Ipankt in ondliober Eiit- 

<-1 fernong vom Punkta x» 

4m "*^ ""^ Ulnlni.lpnnkt 


y>D\>y, 


L"' 


2» 


Dlc^se Linien achneiden die Orenz- 


r>\=Y, 


Eine Linie L * 




Diese Linie albert sich uympto- 
tiach der geodätOchen Linie t= 

Z={. 


D\<n 


L 






Diese Linien BChnelden beide 
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Linien des Systeme» C 


«„ 1 ... 1 


li;>r 


i« 


_,«3 
^ = «! 
8, = «, 






D>=y 


Eine Linie im, oder 
eine Linie Z^'. 


T-->1 die Grenzcurve z-»,: 
4m Jene lajmpto tisch, diese 
In endlich« Entfernung 
n , vom Punkte»!«. Der Be- 
7 — <1 rührun^pnnkt Ist ein 
im Mftxlm«lpankt. 


r>D\>n 


i«. 


2. 






i>\=y. 


Eine Linie La+ii 








i>l<n 


Linien X 









.Fall ^^j.>J-2->Q.,alsoy<,,. 



B', 


»1 


"! 


«i 


»1 


«. 


«4 







)i+y=^P 




eomplex 




Y 





/2Q\Sm 


ä 


complex 


äl 


Ci 


(^rt^W 


4 


p, 


d+». 


J+ä, 


i». 


2 


2 


'+> 


®^" 


r 


<ii 


d, 


d. 


d. 
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' Lioieii des Systemee C ! 



D',>n 


Eine Linie im* 


2, 


^I 


Dl~n 


KQr^.A+Z'gebt die« Linie in 


r,>l>i>r 


L's: 


«1 l 2'4 , 


D\=r 


Eine Linie Lf , oder 
eine Linie L,^'. 


1 n^. Beide Linien berüliren 

, 1. >1 die Grenicurven; jene 

,■ 1 ' n ^, "Ol" Punkte j*. Die 


D\<, 


^ 


■ 





a+ä, 



<2o<''l 



Linien des Systemeg C 


Zm 2m, 




D\>r, i iZ 


2. 2. , 


I>i=y, Eine Linie iüVi. 


2,-ft 




;.,>i)f>, «;' 


2i ! 24 
2, =«12, = «, 




Eine Linie LT, oder 
eine Linie L^. 


4:,» 


m<r ' i 
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Dl 







ß 



V, 








2in 



a 

- I n 



1 . 



s«+-j/«^+i2:r„" 



8m ' 



fß 



ß^ s 



comptcx 



complex 



( 



ß) 



2in 



r 



^2 


2 




dg 


dl dl 

1 


di 



d<Zo< 



2 



Linien des Systemes C 



^m 



'in, 



■D?»' 



7)f=y 



'in 



2 



'2 



Eine Linie Ls , oder 
eine Linie Lm^ 



D\<y 




Zi=d 




Für ro= ^ liat man 

statt dieser beiden Li- 
nien die Linie z=^ 



z 
statt dieser beide 
nien die Linie 

con8t.= . 

z 








Linien des Systemes C 


^m 


^rcix 




D\>7 


j-mi 


Zs 


^4 




D\-Y 


Eine Linie Ls'-^s^, oder 

2~'~ 

eine Linie LT-f-Si 

~2~ 


z^-di 


Arn - 
n 
Am 


D\<r 


L 
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Für F(z) hat man noch die folgenden Ausdrücke: 

F{z)-Y=fy{z){z-e,){z-e,) 

Fiz)-^^=fa(z){z-d,nz-d,y, 



WO 



n 



11 -2ml + 



f,{z)=ßx^<-a. 



2m 



(fK"+-+(«;F 



'+(f>"+-+(lF 






2m— 1 
2m 



)>+ 



t!K"+- •+(»„)"! 



'+(?■>"+■ ••+feF( 



2in 



,1+ — ^>"+...+ 



; n— 2m* M^ / ' * \n / i^ 

\ain/ Voiii/ 



Als letztes Beispiel nehmen wir den Werth 

N^z^= — - 



2n 4ii 



und zwar soll wieder ^i>^, m ungerade und jede der Grössen 
a, ß, y positiv sein. Ferner sollen zwischen den Constanten des 
Nenners f(z) die Ungleichungen 

: , 1 /a^+~ßy\ "^ /a\ ««. {d. - dy /2a\ ^ 

bestehen. Wir fanden im vorigen §, dass unter diesen Bedin- 
gungen f{z) für z<a und z>b negativ ist, für z=a und z=b 
den Werth Null annimmt, und für a<z<b endliche, positive 
Werthe besitzt: F{z)=N-z^ wird mithin für z=a und z=b un- 
endlich gross, für z<a und z>b negativ, und für a<z<b end- 



'H 
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Dl 



«?i 



n 



2 



^1 ' ^2 I ^3 ^4 








unendlich gross ' unendlich gross 



und complex 



und complex 



complex 




«1 <2o<^i 



' Linien des Systemes C 


i 

1 1 


^'^a^+ßy 


/"' 




«1 




' a^+ßy 


Eine Linie i"' 






^^'^a^+ßy 


L 







Cii<r20^^2 



Linien des Systemes C\ Zm'z 



^ \ Eine Linie z = const. = (?, 

z>f=- ! 

loder keine Linie 



m 



' aH ^y, 

^H„4^^'EineLinie4: 



/)?< 



ß I 




In diesem Falle 
muss selbstver- 
ständlich 20 = «^ 

sein. 
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d2<Zo<d. 



1 


Linien des Systemes C ' 


Zm 


^mi 




n 


Eine Linie 2— const.— -^^ 




— 

25 


«0- 2 


'^a^+ßy 




24, 




7)2 ß 


Eine Linie Lal 






'~a^+ßy 




m<r ^ 


L 




^'^a^+ßy 





^8'^^0^^4 



Linien des Systemes C 2?m ^mj 



7 



Eine Linie 2=const. = 5i 
oder keine Linie. 



Dl> 



a'+ßy 



' a'+ßy 
'a^+ßy 



jm} 



Eine Linie ZdJ 



^6 



2n 

2» 

im 



>1 



<1 



^0 = ^1 



I 



. 


dt<Zo<b 










Linien des Systemes C 


Zto. |2?mi 






J-^m 


28 






7)2 ß 


Eine Linie T.d^ 


^ 


' a^^-ßy 




2)2< /*^„ 


L 





Ist 2o=^»? SO hat man statt der Linien Lj die Linien 
z=con8t. = di. 
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§ 8. Entsprechende Punkte. 

Nennt man r die Entfernung des beweglichen Punktes x 
einer geodätischen Linie von einem gegebeneu festen Punkte x^ 
derselben Linie, Vm. die Entfernung des Punktes x von dem ihm 
zunächst befindlichen Minimalpunkte, r™» seine Entfernung von 

dem nächsten Maximalpunkte, rSI* die Länge der Linie zwischen 
zwei aufeinander folgenden ausgezeichneten Punkten und führt 
für die entsprechenden Winkel ^ ähnliche Bezeichnungen ein, 
so hat man 

wo fji die Anzahl der zwischen x^ und x befindlichen Maximal- 
punkte bedeutet; oder 

r =2/iC +e^n' —er^^ 

wo fji die Anzahl der zwischen x^ und x gelegenen Minimal- 



1) 



2) 



punkte vorstellt. In beiden Fällen ist eo = il> jenachdem 0"^; 

TT 

€=+1, jenachdem ©^ ist. 

Zwei Punkte x^ und x^ einer geodätischen Linie, die Ma- 
ximal- und Minimalpunkte besitzt, sollen entsprechende Punkte 
genannt werden, wenn der Abstand des einen von dem ihm zu- 
nächst liegenden Minimal-(Maximal-)Punkte gleich ist dem Ab- 
stände des anderen von dem diesem zunächst befindlichen Maxi- 
mal-(Minimal-)Punkte. 

Die entsprechenden Punkte x^ und x^ mögen zwischen zwei 
aufeinander folgenden ausgezeichneten Punkten liegen, und wir 
wollen die vier in Eede stehenden Punkte mit m, 1, 2, m^ be- 
zeichnen; dann hat man in Folge der vorigen Definition 

3) rl,=rf\ rl=rT, rL+rL=rr+rr=C=^, 



wo 



^^ f N^QdQ 



h 



Qk 

Wir wollen nun wieder -=z setzen und annehmen, N^z^ 
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sei eine reine Function von u=az^, wo a und c positive Zahlen 
bedeuten sollen. Unter dieser Voraussetzung wird 

WA 

wo -Di=— ist. Ferner hat man fttr eine geodätische Linie mit 

rv 

Maximal- und Minimalpunkten, wenn u^ und u^^ die diesen 
Punkten entsprechenden Werthe von u bedeuten, 

5) N^z^ — Dl=^(p{u){u-Um){Urm — u), 

wo (p(u) für alle Werthe von u zwischen Wm und Um^ endlich 
und positiv ist. Führt man daher in das Integral 4) mit Htllfe 
der Substitution 

6) 8mV=-g7 V . tfo. sy cosV=-27 — . ^02/ ^ 

statt u den Winkel <p ein, wodurch 

7) rE= f^ N^z^d(p r , 

wird, so ist 99=J^mrm eine eindeutige Function von rm, und 
man hat 

"'^"S"""^ ^^ = sin 'Am rl = sin »^m(/r- rl) 



a*(% — Mm)+/S*(«tm, — «1) 



8) ^ 



= sm *^m rm = sm *^m(^— rm), 



a\U2 — Ujn)+ß^{Ujn, — Wg) 

also 

Ui — Um sin Mtw rm sin ^Am(K— rla) 



U2 — Um sin ^Am(K— r m) sin Mm r 



m 



Ist endlich K—rm=rm, so wird Wi=W2> 9^i=9^2=-^^~ö* 

Zwischen zwei aufeinander folgenden ausgezeichneten Punkten 
liegt offenbar immer ein und nur ein Punkt, für den t^j=W2, der 
also mit seinem entsprechenden Punkte zusammenfällt. * 

Die Gleichung 

9) <=*r 

besteht im Allgemeinen für entsprechende Punkte nicht. 

D N^o^ 

Aus der Dififerentialgleichung d^=^Y~^dr folgt, wenn -y^= 
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F(»m^Amr) gesetzt, und der Zeiger m fortgelassen wird, 

r 

*m= l F{9\VL^Amr)dr. 





Damit nun die Gleichung 9) stattfinde, muss 
r K 



l F{mk^Amr)dr= / . 



9*) / i^sin ^Am r)dr = / F(8in ^Am r)dr 

sein, oder, wenn man in das zweite Integral statt r die Ver- 
änderliche x=K—r einführt, und dann, was offenbar erlaubt ist, 
statt r wieder r setzt, 

? ? 

j F{9m^Amr)dr= j F{»in^Am{K'-r))dr. 



Da diese Gleichung ftlr jeden Werth von r^ zwischen und 
K gültig sein muss, so ist sie gleichbedeutend mit der Gleichung 

i^(sin Mm r) = F(sin ^Am(K- r)), 
oder mit der Bedingung 
10) N,Q,=^N,Q,. 

Findet umgekehrt diese Gleichung statt, so hat auch die 
Gleichung 9*) Gültigkeit: 10) bildet mithin die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass für entsprechende Punkte 

(x^ und x^) nicht nur, ihrer Definition gemäss y r]^=rf\ son- 
dern auch $m=*™' ist. 
Die Gleichung 

11) f ^igl^gl ^ f ^2Q 2dQ2_^ 

Qm Q2 

die zwischen den zu entsprechenden Punkten gehörigen Werthen 
von Q besteht, ist, wenn die Gleichung 10) gilt, löslich. 

Setzt man nämlich Q2=f{Qi) und führt in das zweite Inte- 
gral statt Q2 die Veränderliche q^ ein, so wird bei Benutzung 
von 10) 



I 
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Da nun diese Gleichung für jeden Werth von q^ gelten muss, 

so folgt uns ihr: -[-'J^^^O, 

d. h. 

12) QiQ^ = eOmt. = Qin ^m,, 

und dies ist die gesuchte Lösung. Das Produkt Qm ßm, ist von 
D unabhängig. Denn Differentiirt man 10), beachtend, dass in 
Folge der letzten Gleichung 

dg^ g^ 
ist, so erhält man 

<iQi Qi dg^ 
Nun ist aber für einen Punkt oj®, der mit seinem entspre- 
chenden Punkte zusammenfällt, ^1=^2? ^Iso , =0; d. h. ^e = 

l/öm^m, ist eine Wurzel dieser Gleichung und selbstverständlich 
von D unabhängig; hiermit haben wir nun bewiesen, dass die 
Gleichung ^1^2=^6 die nothwendige Bedingung dafür ist, dass 
für entsprechende Punkte die Relation $Jn=*r' besteht. Es 
lässt sich aber auch leicht zeigen, dass diese Bedingung hinrei- 
chend ist. Zu diesem Ende hat man nur zu zeigen, dass aus 

der Gleichung 11), der Definitionsgleichung für entsprechende 

2 

Punkte, wenn in ihr ^2= gesetzt wird, die Gleichung 10) folgt. 

Macht man die genannte Substitution, so erhält man für jeden 
Werth von g^ zwischen g^ und ^m, 

-/^^'--^ ---^-: — r-/- .7:- "^-^^~ »^1 = 



/ 



Qm 

gm 
hieraus folgt aber 



f: 



N]qI Nlß 



oder, was zu beweisen war, N,^q^=Nj,Q2- 
Fttr den Punkt a;« ist 
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rm = rG =lr,n, *in=^e =i^m; 

und aus den Gleichungen 8) folgt noch (wenn die Gleichung 12), 
oder, was dasselbe bedeutet, die Gleichung 10) stattfindet) dass 
für jeden Punkt der in Rede stehenden Linie 

^ a* Um cos *^m rm + ß ^m, sm ^^m rm 
oder 



13) 



a^Um 



m 



tg Um (K- rm) = .j "^ cotg Mm 

ist. 

Als Beispiel einer Mannigfaltigkeit, für die die Gleichung 12) 
gilt, wollen wir die Mannigfaltigkeit 

wo c^<l sein soll, betrachten. Mau hat in diesem Falle w=^. 
Da (xV)^^o=l, {Nq%=^=-, so besitzt die Mannigfaltigkeit 

G 

14) einen Nullpunkt und einen im Endlichen gelegenen Punkt 
mit unendlich grossen Coordinaten, und beide Punkte können, 
wie wir später sehen werden, zu Anfangspunkten Riemannscher 
Coordinatensysteme dienen. Hieraus und aus dem Umstände, dass 

u=-y die einzige positive Wur/.el der Gleichung ^=0, die 

Funktion Nq zu einem Maximum macht, folgt dann, dass in der 
in Rede stehenden Mannigfaltigkeit ausser den Nulllinien und den 

Linien w=const.=- nur Linien i^ vorkommen. 

c 

Setzt man zur Abkürzung 



so sind Um=a—b, Um^^a+b 

die einzigen positiven Wurzeln der Gleichung N^u—Dl=0. 

Ferner hat man für Um und Um^, da 

1 

ist, die Ungleichungen Um<-, Wm»>-. 

c c 



60 § 8. Entsprechende Punkte. 

Was Dun die Substitution 6) betrifft, so wollen wir den in 
ihr vorkommenden Grössen a* und ß'^ die Werthe 

beilegen, wodurch 

ist, wird. Es ist mithin, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

• c , 



also (p=amvmj und 

ywm 



wo 



Sin am(m, A) = t ^ - ^a 2\ ^*" am{ß, A) = 1/ ~ ' - -g- 



_(l-c2 

COS am{aty x) = 1/ - — — - cos am(/?, A)=—tc\/ -z ^ 

1 

^-ai= f _-_- A'^ -_=^ und i=l/^ ist. 

/ y(l-f2)(l__^2^2) 

Zur Bestimmung von Mj und w^, den Werthen von u für 
entsprechende Punkte, hat man nun die Gleichung 11), die im 
vorliegenden Falle die Form 

J ]/{ü=Wi^xK') J i/(i^c"*)Ti-W*) 

hat. Hieraus folgt dann 



=t 



Ci — — /— -- - — ? 

l/l-A^Ci 
oder, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

^i^2="i* I^^cs iß^ ^ll^ßr die Gleichung 12). In der Mannig- 
c 

faltigkeit 14) hat man also für entsprechende Punkte nicht nur, 
ihrer Definition gemäss, rm+rL=rmS sondeni auch *m+ ^m= ^S^ 



co&^amvm 
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In Folge der Relation t?m+vL=S& findet man in der That 

bei Benutzung der Gleichung 16), dass *m+*m = *S^ ist. 

Die Formel 13) führt in diesem Falle zu der bekannten 
Gleichung 

sin ^amfSf— t?m)= ., 

Für die Winkel 0m und hat man, beiläufig bemerkt, die 

Reihen 

. 2nma 

w.smA — ^— 

. -2mjta 

QQ sin n—^ - 

772. sin % — ^^— 



sinA 



^ml 



<?m=t 






>/Mm(H-C%m) ^' 1 «in»^^' 



WO 



sina«i(«,A.)=l/^*^' «1=/ 







i/(i-H(i-A"fn 



^2 — 1 _;» 






ml 



Wir wollen nun noch einmal zu den Linien Lm einer belie- 



bigen A^-Mannigfaltigkeit zurückkehren. In dem von den beiden 
entsprechenden Punkten x^ und x^ begrenzten Stücke r einer 
solchen Linie möge die Anzahl der Maximalpunkte nicht gleich 
der Anzahl der Minimalpunkte sein, man hat dann 

r=(2/.-l)C 

und, wenn Qig2 = Ql) also 0m=^T ist, 

Ö>=(2//-1)C. 
Betrachtet man hierbei x^ als den Anfangspunkt, so besitzt 
das in Rede stehende Stück ju Maximal- und {ju—i) Minimal-, 
oder umgekehrt ju Minimal- und (ju—l) Maximalpunkte, jenach- 

dem 0^^^ ist. 
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Die vorigen Entwickelungen (bis zu den Gleichungen 13)) 
und die aus ihnen sich ergebenden Sätze haben offenbar auch 
dann Gültigkeit^ wenn die geodätische Linie zu den Linien L 
gehört; man hat nur statt der Punkte x^ und x^^ die Punkte 
o;^ und x^, in denen sie die Grenzen trifft, zu setzen. Dabei 
lautet der auf die Gleichung 12) sich beziehende Satz in diesem 
Falle, dass diese Gleichung die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür bildet, dass 

Um hierfür ein Beispiel zu geben, wollen wir die Mannig- 
faltigkeit 

17) 2;r^ — ^ — ^.>Äi>, 



{''-m-"') 



betrachten. Die Gleichung - , -=0 hat in diesem Falle die ein- 



=F(g^) = 00, ^(.9^) = ^— ^r^; endlich besitzt die Gleichung 



zige positive Wurzel ^^—u=gTi, und diesem Werthe von u ent- 

spricht ein Minimum der Function N^u=F{u)\ ferner ist FQi^) 

1 

N^u-D\=^() die beiden Wurzeln 

'"'^^"2 2^|+K\ 2 2D\) ~^'^' 

'''^~ 2 2DI V\ 2 2D\j ^^' 

und es ist UmUm,=9^h^' nach den Auseinandersetzungen des § 5 

gehen mithin durch einen Punkt x^ der Mannigfaltigkeit 17) 

entweder 

Linien Lm, Linien L und eine asymptotische Linie L^=ff^, 

wenn u^'>gh\ 
oder 

Linien Z™S Linien L und eine asymptotische Linie Ls=gh, 

wenn u^<igli\ 
oder endlich 

Linien L und eine Linie «^=const.=gfÄ, wenn u^=-gh. 

Dabei enthält eine geodätische Linie dann und nur dann einen 
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ausgezeichneten Punkt, wenn Dl> ^.^ ist; dem Werthe 

D\ = - ^2 entsprechen die asymptotischen Linien is'* und L^ä. 

Für die Linien L sind Um. und Wm, entweder complex, wenn 



oder negativ, wenn 

ist; w^ir wollen uns hier nur mit dem letzten Falle beschäftigen 
und 

Wm= — 6, also Wm, = — ^^ 
setzen. Ferner soll 

sein, so dass die Substitution 6) folgende Form annimmt: 

. o .0 (9'+b){u-h^) , , ^, (Ä2+6)^2_^) 

Dann wird 

" l/im" — =»h= / , r^ ; also tp^amv^', 

18) <Ph=-i {n{vb,ai,X) + n{vb,ß,X)}; 

wo 

, . ,, t]/b}/g^+b . ,. ,, Äl/^*+6" 
sin am (m, A) = - -, ' J_^— _ sin am (ß, X) = -7:/ *. _!=^^- 



. cos am (ai, /) = - /_L -. cos am (/S, /) = \ ^ ~— 

}/g^h^-b^ ig%*--b^ 

A am {ai, X)=^^^j*'^^, A am (ß, X) = ll^^-t^, ß-ai=^ ; 



18») 



^^h ^Uti/ n . sin am üh cos am »h/ 

dV f Aamvb 1 

^'*h dS^/1 iiüx^^ 52 . 8inam»hC08am»h/ .. ,«j 
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WO 



xh{g%^-h^) ' x%g%^-b')^ ' 






f*d| 



u 



>/(l-l*)(l-i«f*) 



Zar Bestimmung von u^ und «^ hat man die Gleichung 

di , r di 



J ^/n- 






i/ci-nci-A*!*) / ]/{i-m-x's^) 



1 

=/ 





dS 



woraus folgt 









oder, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

UiU^=g^h^', 
dies ist aber die Gleichung 12): man hat also für entsprechende 
Punkte der Linien L der Mannigfaltigkeit 17) 

In der That folgen diese Formeln aus 18 und der Relation 

Die erste Gleichung 13) führt auch in diesem Falle zu der 
bekannten Gleichung 



sin '^am(^— üh) = 



cos^flmüh 



Für ein beliebiges Stück einer Linie L hat man noch 

2m7ia 



sinA 



s 



V 



st 



mnv 



mn 



^= %-2f-°- . ,^^ sm-^- cos -^^ («+2vh) 

• msin A 



St 






Ovv 



2E(v)-v+ 



sinam?;cosamv(l— A^8in2am?;hSin^am(i?+fo^h) 



^2(p 



ÖZ>2 



=P\ 



G 



A am i'h A am (t? +fo^*h) 



smamvcosamv 



., {A^amv—X\) o S 
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WO 

. jmna 

An dieser Stelle mögen noch einige Sätze angeführt werden, 
die sich fast unmittelbar aus den Untersuchungen dieses § und 
der §§ 3 und 4 ergeben. 

Eine Linie L^^ schneidet sich selbst und die geodätische 
Linie ^=const. in einer endlichen oder unendlich grossen Anzahl 



Punkte, jenachdem der Quotient - gleich einer rationalen Zahl 

7t 

ist, oder nicht; in jenem Falle kehrt die Linie in sich selbst 
zurück und besitzt eine endliche Anzahl ausgezeichneter Punkte, 
in diesem Falle ist diese Anzahl unendlich gross. Hat man 

P 

WO p und q relative Primzahlen bedeuten, so ist für die Linie 

P 

Damit dann diese Linie im Punkte x^ in sich selbst zurückkehre, 
muss 0^ ein gerades Vielfaches von jt, Qi=Qo, und cos 0^= cos Ö*^ 
sein; also /i jedenfalls ein ganzes Vielfaches von p. Es sei nun 
^=j>, 0^=2q7Zy dann ist für den Punkt x^ 

d. h. ^1=^0 ^"d €i=fio> ^Iso auch cos0^=cos0^: die in Rede 
stehende Linie kehrt mithin in dem Punkte x^y für den 0^=2qn 
ist, in sich selbst zurück *, und hat, nebenbei bemerkt, p Minimal- 
und p Maximalpunkte. 

Für die geodätische Linie ^=const.=^o hat man 

r=NoQo0. 

* Hat Q für zwei Punkte x9 und x^ derselben geodätischen Linie 
denselben Werth, so ist entweder 0®+0i=jr, oder 6^=0^^ jenachdem 
«o=— ^i7 oder £Q=ei, Fallen dann noch die beiden Punkte zusammen, 

was immer stattfindet, wenn ^\=2^n ist, so ist der resultierende Punkt 

in jenem Falle ein Schnittpunkt, d. h. ein wirklicher Doppelpunkt, in 
diesem Falle hingegen ein einlacher Punkt, in dem die Linie in sich 
selbst zurückkehrt. 

5 



66 § 9. Das tn-fache Element. 

Ist 

(Ä+l)^>C>Äjr, 
SO schneidet das zwischen zwei aufeinander folgenden Maximal- 
(Minimal-)Pankten gelegene Stück der geodätischen Linie A mal 
sich selbst; dabei liegen die Schnittpunkte auf einer Nulllinie, 
die den zwischen jenen beiden Punkten gelegenen Minimal- 
(Maximal-)Punkt enthält. 

Besitzt eine geodätische Linie nur einen ausgezeichneten 
Punkt, und ist $« der von diesem Punkte bis zur Grenze ge- 
rechnete Werth von 0, so hat sie unendlich viele Schnittpunkte, 
wenn 0a=oo ist; sie besitzt h Schnittpunkte, wenn (P« der letzten 
Ungleichung genügt; es ist endlich kein Schnittpunkt vorhanden, 
wenn <^a<^ ist. Linien ohne ausgezeichnete Punkte schneiden 
sich überhaupt nicht selbst. 

Eine geodätische Linie Zm^ schneidet die geodätische Linie 
^=const. = ^o i^^iiner unter demselben Winkel «, wo 

cose=s\n0^=— — = -^^ • 

Ist die Mannigfaltigkeit so beschaffen, dass für entsprechende 

Punkte $m=^™' ist, so hat man für die Länge r<2jc des 
zwischen zwei aufeinander folgenden Schnittpunkten gelegenen 
Stückes der geodätischen Linie ß = const.=^o? wenn r in der 
Richtung gemessen wird, nach der der Winkel $ wächst, 

wo h^ gleich x oder gleich « ist, jenachdem A eine gerade 

oder eine ungerade Zahl vorstellt. Das von denselben Punkten 
begrenzte Stück der in Rede stehenden Linie im hat die Länge 

' m • 

§ 9. Das T^-fache Element. 

Sämmtliche Punkte einer w-fachen Mannigfaltigkeit, deren 
Linienelement die Form 
1) d8^=JS(kHdXidx^ 

ix 

besitzt, die den n—m von einander unabhängigen Gleichungen 
genügen, bilden eine wi-fache Mannigfaltigkeit. Soll ein vom 
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Punkte X der letzteren ausgehendes Linienelement ds in ihr liegen, 
so müssen die Gleichungen 

-r-^dx^ +~^-^dX2 + . . . + V ^dXn = 
dx^ ^ 0X2 öa?n 

dFq . . dFo , , , dFa j ^ 

-^ dx. + - ^dxa + . . . + V, dxn = 

dx^ ^ dX2 dXn 



öx, "^""'^ dx, ^^2+---+ öa^^ ^^"-^' 
oder die hieraus sich ergebenden Gleichungen 

(1) (9) (m) 

dxi =Ai dxp^i-^Aj^ da?p+2+ . . . +-^1 dxp+m 

(1) (2) (m) 

dx2 =A2dxp^i-\'A2dxp^2-\' • • • -{"A^dxp+m 



3) 



(1) (8) (m) 

QfX-p^^ ^p(tXp^l~\~ Äp(tXp^2'T' • • • "F'^p^'^p-f'lti 



stattfinden, wo p==^n—my und die unteren Zeiger ly2...n eine 
beliebige Permntation der ersten n ganzen Zahlen bedeuten. 

Betrachtet man den Punkt x als den Anfangspunkt, die n 
von X ausgehenden, durch positive Aenderung je einer aj-Coor- 

(1) (2) (n) 

dinate entstehenden Linienelemente ds ds . . , ds als die Achsen 
eines unendlich kleinen Coordinatensystemes, so sind bekanntlich 

die Grössen ^a^^dx^ die Coordinaten eines dem Punkte x un- 
endlich nahen Punktes (nämlich des Endpunktes des Elementes 
ds) in diesem System, und die Gleichungen 3), d. h. die Coeffi- 
cienten A, bestimmen eine unendlich kleine m-fache Mannigfaltig- 
keit, ein m-faches Element. Hierbei sind die A für das ganze 
Gebiet eines solchen Elementes als constant zu betrachten, und 
es bestehen selbstverständlich unendlich viele m-fache Mannig- 
faltigkeiten 2), von denen 3) ein Element ist. 

Es mögen nun die m vom Punkte x ausgehenden Elemente 
dsi , ds2 . . . dsm in dem m-fachen Element 3) liegen, dann muss 

M) (1) (1) (2) (1) (m) (l) 

d/Xx^^-Ax dXp^i'Y Äx U'iZ?p-j-2"T" • • • I -^x Cf«^p+m 

(2) (1) (2) (2) (2) (m) (2) 

dxx=Axdxp^i'\-Axdxp^2-\' . . . -^-Axdxpj^xo. 



4) 



(m) (1) (m) (2) (m) (m) (m) 

^ dXx = Ax diCp+i-j- j.« diCp-|.2+ . . • -\-Ax diCp+m 



sein, wo x = i,2 , . .p zu setzen ist. Hieraus folgt 
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5) 



(» 
CA, 



(1) (1) (») 

(8) («) (2) 



CLiJCx CL*Ct\j^% • • • CLUCn^ 



m j 






(m) (m) (m) 

I dxx dojp-i-j . . . dx^^ffi \ 

(1) (1) (i) • (1) (i) (1) 

Qj?p^i dXx • • • Cvt>Cp^m I dXn^fX U/X^j^% • • ■ dXx 



(2) 



(«) 



(2) 



(m) 



(2) 



(2) 



(2) 



CuXn^l (tXx • • • Cf«Z/p^tn ' • • • v/^x — tt«l7p^i (Z^p^2 • • • CtX, 



X ? 



WO 



(m) (m) (m) 

dXp^i dXx • • • dXp^jxi 

(1) 



(7= 



c{a? 



p+i 



(m) 



(m) (m) (m) 

dXn^i dx-p-^2 • • • dXx I 

(1) 



(m) 



dX-p^l • • « Ot^p^m 

ist. Mithin werden die Ay oder^ was dasselbe bedeutet, ein m- 
faehes Element dann und nur dann durch die m Liuienelemente 
ds^yds^ , . , dsm bestimmt; wenn C von Null verschieden ist, d. h. 

wenn wenigstens eine Determinante w*®" Grades des Systemes 

(1) (1) (1) 

UXt CvXa • • • CvXn 

(2) (2) («) 

6) f dx^ dxg . . . dxn 

• • • • 

(m) (m) (m) 

^ dX-i dXa • . • dXji 

nicht verschwindet, oder, was hiermit gleichbedeutend ist, wenn 

I 1 cos (12) cos (13) . . . cos (Im) 



6*) 



cos (12) 



cos (23) . . . cos (2 m) 



cos (Im) cos (2 m) cos (3 m) . . . 



1 



>0. 



Hierin ist (A/i) der Winkel, den die Elemente dsx und ds^ 
einschliessen : 

JSdix dxi dXx 



cos (A/i) = 



ix 



dsx. dSfi 

Man kann nämlich den Ausdruck 1) bekanntlich durch die 
lineare, homogene Substitution 

dxx = bxidyi+ . . . +bxndyn 
in eine Summe von Quadraten verwandeln; durch dieselbe Sub- 
stitution geht dann der Ausdruck für cos(A/i) in 
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ß) (f*) ß) (f^) 

über. Hieraus folgt aber fast unmittelbar^ dass die Bedingung 6"*) 
gleichbedeutend ist mit der Bedingung, dass wenigstens eine de- 

terminate m^^ Grades des Systemes 

(1) (1) (1) 

^i/i ^y« • • • ^l/n 

(2) (2) (2) 

6^) { dy^ dy^ . . . dyn 

• • • 

(m) (m) (m) 

l dyi ^y% • • • dyn 

von Null verschieden ist. Nun sind aber die Determinanten dieses 
Systemes homogene, lineare Functionen der Determinanten des 
Systemes 6); verschwinden desshalb sämmtliche Determinanten 
6), 80 werden auch sämmtliche Determinanten 6*') verschwinden, 
ist hingegen eine der Determinanten 6) von Null verschieden, 
so werden, wie eine einfache Überlegung lehrt, nicht sämmt- 
liche Determinanten 6^) gleich Null sein können*): die Bedin- 
gung 6^) ist also, was zu zeigen war, gleichbedeutend mit der 
Bedingung 6). 

Die Gleichungen 3) und 5) bilden nun offenbar die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür y dass das vom 
Punkte X ausgehende Linienelement ds in dem von demselben 
PunJcte ausgehenden m-fachen Element (ds^ ds^ . . , dsm) liegt. 

Da in den Gleichungen 3) m Differentiale dx willkürlich sind, 
so kann man setzen 

(1) (2) (m) 

dxp^i =yida?p+i +y^dxp^i + . . . +ymdxp^i 

(1) (2) (m) 

7a) ^ dxp+2 =yidxp^2 +y2dxp^i + . . . +ymdxp+2 

(1) (2) (m) 

.d^p+m = 7ld^P+m + >'8<^^p-fm+ • • • +ymdXp^my 

WO 7i, ^2 . . . ^m unbestimmte CoeflScienten bedeuten. Macht man 
diese Substitution in 3) und benutzt die Gleichungen 4), so er- 
hält man 

(1) (2) (m) 

7) dx^ = yi dx^+y^ dx^^ . . . +ymdx^y 

und diese n Gleichungen bilden ebenfalls die nothwendigen 



* Es ist hier selbstverständlich nur von Determinanten mt«n Gra- 
des die Rede. 
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und hinreichenden Bedingungen dafür, dass das Element ds in 
dem m-fachen Element (ds^ ds^ . . . dsm) Hegt. 

Setzt man die Wertlie 5) der Grössen A in die Gleichungen 3) 
ein, 80 nehmen diese die Form an: 

j a%Cx öj/p-j-i • • • ajCp^jgi I 

(1) (1) (1) 

y\ dXn dXp^i . . . ^«rp+in ' _Q 

' I .... I ' 

(m) (m) (m) , 

dxn dxp^i • . . £l«rp^Qi ' 

nnd diese Gleichungen sind der Bedingung aeqnivalent, dass 
sämmtliche Determinanten (m+1)^®" Grades des Systemes 

dxj^ dx^ . • . dxu 

ti) O) (1) 

dxi dx^ . • • dxji 

* . • • 

(m) (m) (m) 

dxi dx^ . • . dxu 

verschwinden, oder,, dass 

1 cos(rf^*^■cos{<fo2) . . . cos dsm^ 
cos rfsTj 1 coslS^l . . • cos' Im) 

COS^rfv<W COS(l#»r COSv2lW' ... 1 

Di^se Gleichting bildet mithin ebe»ifalh die nothicendige 
mmd hinreichende Bedingung dafür^ d(U<s das Element ds in 
«fem m-fach^n Element <f,x*j rf;s% . . , rf^f^ Hegt. 

Man kann den Gleichungen 7} auch die Form 

rf,r, _ dx, dxi dxi ._ , ., 
ds ~" ds^^'^d.<.^ • • ' "^^ "rf^«' 

irebeA. Muhiplicirt man dann diese Gleichung mit ^. sun- 
mirt in BcKVg auf j und beachtet, dass die Gr&ssen 

^«rt^ dxi 

i» = - - — _ die Richtungscosinus des Elementes ck, 
ds} (Ik, 

die GrCissjen. 

x^= ' die Richtungscosinus des Elementes ds^. 

siod, so £rdet man^ dass die in Rede stebeDdcn BedingvngCB, 
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m 



in den Richtang8cosinus der m+l Elemente ds, ds^, dn^...d8 
ausgedrückt^ ebenfalls die Form 7) besitzen: 

(l) (2) (m) 

Während aber die Coeffieienten y der Gleichungen 7) vollkommen 
willkürlich sind, müssen die ß der Gleichung 
11) 2(^o^{xx^)ßHßx, = l 

genügen. Denn multiplicirt man die Gleichung 10) der Reihe nach 

(1) (m) 

mit l/a^x -,— , y«xx , "... ^ö^H , ** und summirt jedes Mal in 
Bezug auf x, so erhält man 

12) l=^iC0S9?i +^^2^089^2+ • • • +/?mCOS99ni, 

COS991 =/?i+)88COS(12)+ . . . +^mCOS(lw) 

cos9?2 =Äcos(12)+i^2+ • . • +i8xnCOs(2m) 



12») 



C089?m = A cos (1 m) 4-/^2^08 (2m) + . . . +ßmy 

wo q?y=^'^{d8d8y)y uud dlcsc Gleichungen geben für die ß die 
Gleichung 11). 

Ist das m-fache Element (ds^ (2^2 - • • ^O orthogonal, d. h. 
hat man cos(12)=cos(13)= . . . =cos(w — l,m)=0, so wird (Glei- 
chungen 12*) jff^=cos9?^, also 

(1) (2) (m) 

10*) A;« = C0S99iAk+C0S972^x+ . . . -{•(^o&<pmi'x* 

Ist m=n, so sind die vorigen Entwickelungen, die zu der 
Ungleichung 6*) fährten, nicht mehr anwendbar. In diesem Falle 
werden die n vom Punkte x ausgehenden Linienelemente ds^y 
ds^ . . . dsn offenbar dann und nur dann ein n-faches Element be- 
stimmen, wenn beliebige n— 1 derselben, etwa die Elemente ds^ 
...dsny ein (w— l)-faches Element bestimmen, während das w*® 
Element ds^ nicht in diesem (w— l)-fachen Element liegt. Nun 
ist aber, wie vorhin gezeigt wurde, die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass ds^ in dem (w— l)-fachen Ele- 
ment (d«2 • • • ^^n) liege, die, dass 

1 cos (12) . . . cos (In) 



13) 



=0; 



cos(lw)cos(2w) ... 1 
das Elementes ds^^ wird also dann und nur dann in dem in Rede 
stehenden (w— l)-fachen Element nicht liegen, d. h. die n Ele- 
mente dsi . . . dsu werden dann und nur dann ein w-faches Ele- 
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ment bestimmen, wenn die Determinante 13) grösser als Null ist, 
d. h. wenn die Ungleichung 6*) gilt. 

Bestimmen die m Elemente ds^ , , . dsm ein m-faches Element, 
so dürfen offenbar nicht /^ dieser Elemente in einem Element von 
weniger als fi Dimensionen liegen; mit anderen Worten, ist die 
Determinante 6*) grösser als Null, so kann keine ihrer Diagonal- 
determinanten verschwinden. Es wird nicht ganz überflüssig sein, 
diesen Satz direct zu beweisen. Verschwindet eine Diagonal- 

(1) 00 

determinante /j}^^ Grades, der die Elemente X , . , k entsprechen 
mögen, so werden die Eichtungscosinus dieser Elemente, wie wir 
vorhin zeigten, einer Gleichung von der Form 

(/O (1) (i"-i) 

genügen. Hieraus folgt dann 

COS(l/x) = ai +flr2COS(12)+ . . . +«/t-iCOS(l,/i— 1) 

cos(2//)=aiCos(12)+a,+ • • • +ö^-i cos (2,^—1) 

cos (m/i) = «1 cos (1/^)4-0^2^^8 (2m) + . . . +a„_iC0s(7w,^— 1). 
Macht man diese Substitution in die Determinante 6*), so findet 
man, dass sie identisch verschwindet. Hieraus folgt aber fast 
unmittelbar, was zu zeigen war, dass, wenn die Determinante 6*) 
grösser als Null ist, auch ihre Diagonaldeterminanten endliche 
positive Werthe besitzen. 

Aus dem Vorigen folgt auch noch der Satz: 
y^Die m von demselben Punkte ausgehenden Linienelemente 
ds^j ds^ . . . dSfa bestimmen dann und nur dann ein ^-faches 
Element, wenn sämmtliche Determinanten des Systemes 6), de- 
ren Grad grösser als ju ist, verschwinden^ während wenigstens 
eine Determinante fi^^^ Grades von Null verschieden ist; oder, 
was dasselbe ist, wenn sämmtliche Diagonaldeterminanten der 
Determinante 6^), deren Grad grösser als fx ist, verschwinden, 
während wenigstens eine Diagonaldeterminante fx^^^ Grades von 
Null verschieden ist/' 

Endlich möge noch der Fall angeführt werden, dass sämmt- 
liche Determinanten w*®" Grades des Systemes 6) mit Ausnahme 
einer einzigen, etwa der Determinante 

(1) (1) 

öt»Z/p_|-i • • . GttZ/p_|.ni 
^= (m) (m) 

öftBp-j-i • • . UtZ/p^m 
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gleich Null sind. In diesem Falle verschwinden die CoeflScienten A, 
und die gegebenen m Elemente ds^, ds^ . . . d^ni Hegen in dem 

(P+l)(p+2) (p+m) 

Tw-fachen Element {ds ds . , . ds), d. h. es ist 

CD (2) Cm) 

dxy=dxy= . . . =dxv=Oy v=\y2 . , .p. 
Bezeichnet man nämlich die Adjuncten der Elemente der Deter- 
minante € mit Qi^y so hat man in Folge der Annahme, dass 
ausser e die Determinanten m^®" Grades des Systemes 6) ver- 
schwinden sollen, 

CD C2) Cm) 

dxyQ^^ -{-dxyQ^i -\- . . . -i-dxyOmi =0 

CD (2) Cm) 



CD C2) Cm) 

dXyaixxi-^dXyafm'^- . . . -\'dXyamm = ^} ^=1,2 , , . p. 
Da nun die Determinante dieser Gleichung, weil sie gleich €™~^ 
ist, der Voraussetzung gemäss, nicht verschwinden kann, so mnss, 
in Übereinstimmung mit unserer Behauptung, 

CD fi?) Cm) 

(jLJüy '• Q/Xy • • • UXy — \J 

sein. Selbstverständlich bildet auch in diesem Falle die Unglei- 
chung 6*) die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die m gegebenen Elemente ein m-faches Element bestimmen. 
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Besitzt das Quadrat des Linienelementes ds einer n-fachen 
Mannigfaltigkeit die Form 

Cv8 ^^ f^uy aXfi Cl'Xy , 

UV 

und führt man zur Abkürzung die folgenden Bezeichnungen ein: 

rp ^/a»>K ^/a^h_L 1 v *^^ / /* /* /• /• \ 

f —^^J^JL-^^ — ^^ 

'''^ dXy dXf^ Bxx 

also 

^9/abg_^^bh_ ^*öag , ^^«bh _ ^^«ah ^^^^ . 

dxh dXg BxhBXü dx^äxg dx^idXg dx^dx^^ 
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H -//_«.--'-'/ , '' 



abgh 

= 2 ?abgh -^ab -^gh 5 
abgh 

4A^ = ^(flagöbh — «ah«bg)-yab-Xgh; 
abgh 

80 ist bekanntlich das Krtimmungsmass im Punkte x und in einer 
Flächenrichtung, die durch die beiden von x ausgehenden Li- 
nienelemente dsi und d^ii bestimmt wird, 



1) K=-i 



4A 



2 



n{n—l) 



W ist eine quadratische Form der m= - — Grössen X^^ ^] 



2 



12 -*^13 • • 



Xn_i,n; in jedem Zeigercomplex ist 6>a, Ä>gf, g>a. Die Form 

hat J" Glieder, von denen die nichtquadratischen doppelt 

tu 

zu nehmen sind. 

Bei der Anwendung dieser Formeln auf die in Rede ste- 
hende Mannigfaltigkeit ist 

zu setzen, wodurch 

wird. Eine einfache Ueberlegnng zeigt nun, dass, wenn oibqlt, 
vier von einander verschiedene Zahlen bedeuten, sämmtliche Coef- 
ficienten T durch eine der folgenden Formeln bestimmt werden: 

iabgh-U, Jatab-4^-— ,-|-^a;a-|-a7W-^^2ji- ^iVTS* \dQ^]\' 

T -A \d'^_J (dN'Y) 

iabah-4a;ba;h^^^2 2 2N^\dQ^)\ 

T -A i^-^' 3 (dNyi 

i.bgb-4a;aajg^^^-^-, 2N'\dQ^)S 

Jabbh- 4a?a«h^^^22 2N^\dQ^)\ 

Hieraus folgt aber, wenn man noch beachtet, dass 

für das in Bede stehende Krtlmmungsmass der Ausdruck 
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WO 

U= ^r ^Xk Xfj, {dxi dXv — dxK dXy) (dXf^ dXy — aa?^ dXy) . 

1 Xfi 

Die Grösse U hat eine einfache Bedeutung, setzt man nämlich 

U 

so ist W der Winkel, den das vom Punkte x ausgehende Linien- 



2) -„ _,;3-=sm«!P; 



(?) 



Clement | — I mit der Normale des Flächenelementes {ds^ds^^ 

bildet, die in dem 3- fachen Element \{d8^d8^y^ — \ liegt. Denn 

nimmt man an, was unbeschadet der Allgemeinheit geschehen 
kann, dass die Elemente ds^ und ds^^ senkrecht zu einander sind, 
so hat man einerseits 

i:X\,=i^^dxi\ l^>^dxA 

ü ==^{2''dxl\{^*tx^dxlA '\'{^**dxH\\^*'Xj,dxA ; 
andrerseits ist, wie eine einfache Überlegung lehrt, 



sin*!P=cos^' 



\ / H \ \ ^ *^*^h(^Xx I I ^ >^Xh(*Xx I 



Q^^xdx^ Q^^xdXx 

1 1 



es ist mithin sin^iP gleich dem Ausdrucke 2). 

Durch Einführung des Winkels W in den Ausdruck 1) er- 
hält man nun 

1 dm dm\ 1 idNy_^.,p\dm^_ S JdN^Y) 

oder 

. dg* \<^ö/ Q ^Q ' dQ^ X^qJ q dgS 

4) K= ^-j , 

oder, wenn Ne=y gesetzt wird, 



dy. 



y^dQ^ y 
nnd für «=2 



ß'y\ ..2 „üMV 



5) Jf=-A||-l^j+co8*¥^|V|\-^^)+^ ^ 



fdQ^ y y* 



7) iV""r:-2(j|)*-""r=0 
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^d^^/dNy NdN 
A^ jr IT 1^* Vd g/ Q dg 

K wird demnach, wenn n>2 ist, im AUgemeincii eine 
Function der beiden Veränderlichen q und ?F sein, nur wenn N 
der Differentialgleichung 

d^^ JdNy^NdN 
dg^ \dQ ) Q dg 
gentigt, ist K von iF, d. h. von der Richtung des Flächenele- 
mentes unabhängig. Da nun 

wo a und b willkürliche Constanten bedeuten, dass allgemeine 
Integral der Gleichung 7) ist, und da für diesen Werth von N 
K=4aby also constant ist, so ftthrt die Formel 4) zu dem Satze: 

y,Die Gleichung N= , g , worin a und h willkürliche 

Constanten bedeuten, bildet, wenn n^2 ist, die nothwendige 
und hinreichende Bedingung sowohl für die Unabhängigkeit 
des Krümmungsmasses von V, als auch für seine Konstanz. "^ 

K wird endlich dann und nur dann gleich Null, wenn ent- 
weder a oder 6 Null ist, d. h. wenn entweder Ä^=const., oder 

N=:i—^, und diesen beiden Werthen von N entspricht die ebene 
bg^ 

Mannigfaltigkeit. 

Anders verhält es sich, wenn w=2. In diesem Falle muss 
N der Differentialgleichung 6) genügen, damit die Mannigfaltig- 
keit ein constantes Krümmungsmass besitze. Diese Gleichung 
lässt sich leicht integriren. Setzt man nämlich wieder Ng=y, 
so nimmt 6) die Form an: 



|/Ä*=-2.vÄ 



dQl%] '""dg' 

y ' 
hieraus folgt durch Integration 

wo c eine willkürliehe Constante bedeutet. Eine zweite Inte- 
gration giebt dann 
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1+ZaV*^^ 
wo a ebenfalls eine willkürliehe Constante ist; und dies ist das 
allgemeine Integral der Gleichung 6): 

j^eine 2 fache N-MannigfaltigJceü wird also dann und nur 
dann ein constantes Krümmungsmass besitzen, wenn N den Werth 
9) hat.'' 

Für ein positives K muss die Constante c positiv sein, für 
ein negatives K hingegen kann c auch negative Werthe anneh- 
men. In diesem Falle hat maU; um reelle Werthe für N zu be- 
kommen, wenn K=—K^j c=^ — c\ gesetzt wird, 

ZU setzen, wodurch 

9*) N= 



Ci 



wird, und q und ß die willkürlichen Gonstanten bedeuten. 

Für n>2 haben, beiläufig bemerkt, die Mannigfaltigkeiten 9) 
das Krümmungsmass 

n - c)\l+Ka^p^-\^ i^+clW, sin ^L log^) 

4ca^Q^^ cl 

Dem Krümmungsmasse Null entspricht der Werth 
10) iVr=a^% 

wo a und c willkürliche Constanten bedeuten. 

Über das Krümmungsmass im Nullpunkte möge hier noch kurz 
folgendes bemerkt werden. Hat die Function N für ^=0 den 
Werth oder den Werth oo, so findet in diesem Punkte, wie 
wir im folgenden § zeigen werden, keine Ebenheit in den klein- 
sten Teilen mehr statt, es kann mithin in diesem Falle von einem 
Krümmungsmasse in der vorigen Bedeutung des Wortes keine Rede 
sein. Ist hingegen {N)q:_jo endlich, d. h. hat man für die Um- 
gebung des Nullpunktes die Reihe 

so besitzt, wie sich leicht mit Hülfe der Formel 4) zeigen lässt, 
das Krümmungsmass im Nullpunkte einen unendlich kleineu, einen 

endlichen, oder einen unendlich grossen Werth, jenachdem m-^"^ 
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Für m=2 ist 



K=-2ldQn • 

Sämmtliche Punkte einer w-fachen iV-Mannigfaltigkeit, deren 
Coordinaten der Gleichung 

ö ~ öo ~ const. 
genügen, bilden eine (w— l)fache ^''-Mannigfaltigkeit mit dem 
Constanten positiven Krümnmngsmasse 

-^^ tro 

Zum Beweise dieses Satzes setze man 

1- ^' 



4^0^d y«-l OQ 2 2, ,2 

Xi=Qo "g- , x^= — -^ ^—^,x=2ö...nyQi=yi+.,.+yn-iy 

wodurch 

wird. Dieser Ausdruck hat aber die Form 8), man hat mithin, 
da a=l, & = . ^ ist, was zu zeigen war, Ä''=^ 



4A72^2 ^"^J "•'^ -"' «-.o— "-'7 " A^2^2 



§. 11. Coordinatensysteme. 

Wir betrachten zuerst eine A^-Maunigfaltigkeit, die einen 
Nullpunkt besitzt, und für die ausserdem {N)g=^ einen endlichen 
Werth hat. Man denke sich von diesem Punkte ans n Linien- 
elemente gezogen, die ein orthogonales System bilden, und treffe 

(i) 

die Bestimmung, dass sie das System der Elemente ds, d. h. der 
vom Nullpunkte ausgehenden n Elemente, die durch positive 
Änderung je nur einer Coordinate entstehen, vorstellen. Die Lage 
des unbestimmten Punktes x wird dann bestimmt werden können 

durch die Anfangsrichtung der Nulllinie ox und durch seine Ent- 
fernung r in dieser Linie vom Nullpunkte*), oder, was dasselbe 
ist, durch die Riemannschen Coordinaten 

* Vgl. Riemanns Werke, Seite 261. 
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(dxi 



1) r (-..==) =rZi=);i. 



/a5=( 



Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Eben- 
heit in den kleinsten Teilen ist bekanntlich die, dass das Qua- 
drat des Linienelementes sich mit Hülfe einer homogenen, linearen 
Substitution in eine Summe von n Quadraten verwandeln lässt; 
diese Bedingung ist nun im Nullpunkte nicht mehr erfüllt, wenn 
die Function N für diesen Punkt verschwindet, man kann daher 
in diesem Falle den genannten Punkt nicht zum Anfangspunkte 
Riemannscher Coordinate wählen, obgleich er auf jeder Nulllinie 
eine endliche Entfernung von jedem ihrer Punkte besitzt. Das- 
selbe gilt, wenn zwar (iVi?)ß=^o=0, (iV)o.-o aber unendlich gross 
ist. In beiden Fällen lässt sich das Quadrat des vom Nullpunkte 
ausgehenden Linienelementes nicht mehr als eine Summe von n 
Quadraten von Differentialen, die homogene, lineare Functionen 
der Differentiale der Coordinaten sind, darstellen. Ist nämlich 
im Nullpunkte 

-©°+-©"+-' 

wo n eine positive Zahl bedeutet, also (Ä^)^=o=0, so hat man 
für die Entfernung r eines Punktes x vom Nullpunkte 



X J X n 






und, wenn der Punkt x dem Nullpunkte unendlich nahe rückt, 

^_ds\x) 
X X w-f-l 

oder, da q =da?i4- ... +dxnf 
Ist ferner 

wo m>n, also (iVio)o = 0, {N)o=oc ist, so findet man in ähn- 
licher Weise, dass 
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m 
2n 






H) 



2 



Besitzt eine A^-Mannigfaltigkeit einen im Endlichen gelegenen 
Punkt P mit unendlich grossen ^»-Coordinaten, und führt man 
statt der letzteren die durch die Gleichungen 9, § 4, bestimmten 
y-Coordinaten ein, so ist der Punkt P, wie wir in dem genannten 
§ zeigten, für diese ein Nullpunkt, und das Quadrat des Linien- 
elementes geht über in: 

ds^=N\{dyl+ . . . +dyl\ wo N,=- = ^^, q=-— 

Hieraus und aus den vorigen Entwicklungen folgt dann fast un- 
mittelbar der Satz: 

„In der unmittelbaren Nähe eines im Endlichen gelegenen 
Punktes mit unendlich grossen Coordinaten findet dann und 
nur dann Ebenheit in den kleinsten Teilen statt, er eignet sich 
also dann nnd nur dann zum Anfangspunkte eines Riemann- 
schen Coordinatensystemes, wenn 

(Nq^Jq=»= einer endlichen Grösse i«f." 

Wir wollen uns nun zu den Coordinaten 1) wenden. Zwi- 
schen diesen und den £c-Coordinaten bestehen die Gleichungen 

2) a.,=e-r~^=^' 

Vr]i+ . . . +r]n 

wo Q durch die Gleichung 

2^) x=fNdQ 

u 

und durch die Identität 

als Function der Grössen ri bestimmt werden kann. 

Aus 2) folgt für ein beliebiges vom Punkte x ausgehendes 
Linienelement ds 

3) xdx.==Qdri.-'^;^ß-^^^ 

und hieraus ergiebt sich für das Quadrat des Linienelementes in 
den neuen Coordinaten der Ausdruck: 

4) ds^ = £axfj, drji dr]f, , 

wo 



1 
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r» N^Q* , T^ 2 



•2 



Wie schon früher bemerkt wurde, bilden die n von einem 
Punkte ausgehenden Linienelemente, die durch positive Änderung 
je nur einer a;-Coordinate entstehen, ein rechtwinkliges System; 

die in demselben Punkte anhebenden n Linienelemente ds, die 
durch positive Änderung je nur einer Riemannschen Goordinate 
entstehen, bilden hingegen ein schiefwinkliges System, und zwar ist 



5) cos((J«(5ä)= ^ 



h-m'. 



''*^- Vj^-fi--i)«j;^«-'-(^'-.)fi(- 

Setzt man in 3) und 4) dri^=dri2= . . . =diyt_i=diy<+i= . • . = 

(i) 

drjn==Oy so beziehen sich diese Gleichungen auf das Element d«; 
man hat mithin, wenn öx^ die dem letzteren entsprechenden 
a;-Differentiale bedeuten, 

t^«« =^ (r - NQ)drn, Xdxi = ^ (r - NQ)dt]i+edrii, 
oder, da dx=-dr]i=^lidrjij 

4r 



7) 



xNdx^ = Z^ (r — NQ)dx, xNdxi = U (r — NQ)dx + -r^rfr, 

(i) 



xdL{NV--{NV-r')l^T'^' 
Hieraus ergeben sich endlich für die Eichtungscosinus des 

(i) 

Elementes ds die Werthe 

C0S{08d8)= — 



8) 






Im Nullpunkte fallen die beiden Systeme zusammen. 
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Besitzt die Mannigfaltigkeit, oder vielmehr das der Unter- 
suchung vorliegende Stück derselben, keinen Nullpunkt, so denke 
man sich von einem gegebenen Punkte x^ aus das System der 
von ihm ausgehenden geodätischen Linien gezogen; die Lage 
eines unbestimmten Punktes x wird dann bestimmt werden können 
durch die Anfangsrichtung der geodätische Linie, in der er 
liegt und durch seine Entfernung r in der letzteren vom Anfangs- 
punkte x^, oder durch die Riemannschen Coordinaten 

9) yi= A ~r =»'^- 



T An 2 " 

y2;^dxl 



Hierbei beziehen sich die Richtungscosinus ^ auf die n vom 
Punkte x^ ausgehenden Linienelemente, die durch positive Än- 
derung je nur einer £c-Coordinate entstehen, und die selbstver- 
ständlich als gegeben zu betrachten sind. Es soll sich nun zu- 
nächst darum handeln, das Quadrat des Linienelementes durch 
diese Riemannschen Coordinaten auszudrücken. 



Für einen beliebigen Punkt x der geodätischen Linie x^x 
fanden wir: 

x^^X lBin^ xl Bm{0—&>) 
^ Q sin 00 ^0 siö0o ' 

wo 

loa) , = ± 1^^$^^^ ^^ / ZMg__ , 

J ■\/NY-D^ J qYN'q'-D^ 

Hieraus folgt für ein beliebiges vom Punkte x ausgehendes 
Linienelement ds 


A^,COS$~— COS(*~0O) 
11) Sx^^'^dQ+Q ^^— d^+ 

Q sm0" 



——Xlcos€^ 
^sin ^ ^" . 1^0 -»^+^%l 



* 



Q 

Das Zeichen ±fF{Q)dQ steht für die verschiedenen Werthe, 

die r und <? annehmen können ; gehört z. B. die Linie 2c<^ac zu den Li- 
nien L^y so fallen die Formeln 10a) mit den Formeln 1), § 8, zusammen. 
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wo 

Die partiellen Differentialquotienten ~ und r^ kann man in fol- 
gender Weise bestimmen. Die erste Gleiehnng 10*) 

r-f{e.I>)=0 
giebt 

diese Gleichung zerfällt aber, da die Variationen dr und dD voll- 
konimen willkttrlich sind, in die beiden Gleichungen 

dQdr ' ÖQdD'^dD 



Man hat also 










df 






dQ_ 


1 


dQ 


dD 






dr 


de 


dD 


df 
de 


wo 










• 


sf. 


dr 




eN^e 


— — ^ • 


df dr 5<P 



dg dQ ^N^Q^—D^ ^D dD dD 

Von der Richtigkeit der letzten Formel, d. h. der Gleichung 

dr d0 

TTF,— D^r:pz=0, überzeugt man sich leicht, indem man die in ihr 

dJJ aJJ 

angedeuteten Operationen wirklich ausführt*. 

Setzt man diese Werthe von ~ und -fr in 11*) ein, so wird 

dr dD ^ ' 



12) 



oder, da 



N^Q^ N^Q^ dD 



D==NQ^me=NoQo^m&>, -^^^ — ^=cos0, dZ) = 

NoQoGOB&^de^, 



* Siehe § 19, 1) 2) 3). 
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12») 



30 . 



d0:=^^~dr+Noeo cos 0ö cos «0^*d0». 



^yr ist der Differentialqaotient von * nach Z), * als Function 
von ^ und D betrachtet. 

Aus 11) und 12^) folgt nun: 







X, 



13) i\73a5x=]— CO804 

ST 



8möa"co8(P-"''co8(<P- e»)) 

Po 



8in6>" 



a;. 



dr-\-Mdix 



eo8Ö(i'co8<P--''co8(<P- 0«)) 
- jPpsinö r-^; )- 



M 






sinö^ 



d0o, 



wo 
13*) 



P=NoQo(iOBO^NpCOS0 ^^y M=— , .^ ' 

^ ^ ÖD sincr 



^0 

Qo Q 



Zwischen den Grössen — ^ - Xl Xy, cos0® cos bestehen die 



beiden Hauptgleichnngen 

x^ ;ixsin$ a?2sin($-0O) 



14) 



Q sin0® ^0. sin0^ 







AxSin* , a?KSin(<P+0) 



^ ^0 sin© q sin© 

woraus sich leicht die folgenden ableiten lassen: 

Ax — COS0— ^ ,0 ^ ,^ r^s —COS* 

_ J^ ^_A!!cos_^_^ cos(<?— ©Q) ^ g ^ 

sin© ~ sin©^ ^o sin©^ sin* 



14») 




tTx 



J.= 



A2-.cos©o^ , , ,^,^, ^^%os* 

^0 /xCos* aJxCOs(*+©) e 



T — 



sin0ö 



sin© 



sin© 



Qo 
sin* 
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14*) 



Z.= 



A.COS0 J-_x%B(^+e) xl coB(<p+e-e^) _ 



8in0 



8in0« 



^0 



8in0^ 
Q Qo_ 




üCfc 






sin0o 



sin@ 



Q 



sin© 




CCk 



CO80® 

9 Qo 



C0S(4>— ©0) 



sm<P 



A.= 



A!;8in(<f+Ö) ic^sin(<P+0-öo) 



sinÖ« 



^0 



sin©^ 







^8in(*+Ö)-^8in0 
Q Qo 



&m0 



,0 A«8m( *-©<>) . x.Hm(0+e-e^) 



sin© 



sin© 



-sm©o+-8iii (*-©«) 
Q Qo 



sin* 

Die Grössen J^ J^ L^ Li haben eine einfache Bedeutung, 
die in folgender Weise ermittelt werden kann. Die Aufangs- 

elemente der Verlängerungen der Linien Ox und x^x über den 
Punkt X hinaus bestimmen das von diesem Punkte ausgehende 
Element der Nullfläche, die die beiden Punkte x^ und x (und 

die Linie x^x selbst) enthält; man hat daher für ein beliebiges 
vom Punkte x ausgehendes Linienelement ju^, das in der genann- 
ten Nullfläche liegt, § 2, 6), 



fl?x _• 



15) 



Ak sino^H — 8in(©— a?) 

_ Q 

sin© 



X, 



wo (p der Winkel ist, den jul^ mit dem Element -^ einschliesst, 

_ Q 

und zwar ist q? nach der Seite der Linie Ox hin zu zählen, nach 
der das Element l^ liegt. Setzt man nun (p = -^ so wird fi^^J^: 
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die Grössen J» sind also die Richtangscosinns des vom Punkte x 
in der eben genannten Nullfläche ausgehenden Linienelementes, 

das auf Oa? senkrecht steht; dabei befindet sich das Element J^ 

X 

auf der Seite des Elementes —j nach der X^ liegt. Die Rich- 

Q 

tungscosinus Jh besitzen mithin flir alle zwischen x^ und x mög- 
lichen geodätischen Linien dieselben Werthe. Es folgt dies übri- 
gens auch unmittelbar aus der ersten Formel 14^). 

Setzt man femer in 15) 99=0+- ? so wird fi^^^L^: die 

Grössen L^ sind demnach die Richtungscosinus des von x in der 
genannten Nullfläche ausgehenden Linienelementes, das auf dem 
Element X^ senkrecht steht. Das Element L^ schliesst mit dem 

X, 

Q 



n 
2 



Element — den Winkel 0+'^ ein, und zwar ist dieser Winkel 



Xy 



ebenfalls nach der Seite von — zu zählen, nach der X^ liegt. 

Genau dieselbe Bedeutung haben die Grössen «/^ und Zr^ für den 
Punkt «^ 

Die folgenden aus 14*) leicht ableitbaren Formeln mögen 
hier noch Platz finden: 



16) 



Xy 



^«=«7xSin0+— COS© 

Q 



Xy 







4=J%in0o+:i!!cos0o 

^0 



X 







Xy 



iK=J«cos0--sin0 2:2=J^cos0o-~sin6H> 



Öo 



J^=-X^ sin 0+ixCOß0 Jl=Xl%m 0o+i2cos0o 



X 



Xy 



-=A«cos 0-iHsin0 -=a;;cos 0O-i%in 0^; 



^0 



17) 



Xy 



A, = jS sin(<P+ 0)+:^cos(<P+ 0) 



rO 







ix=J.cos(*+0)~-sin($-f0) 


«/x=e7xC0S* — ^sin* 


--=JxSm*H — cos * 
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17) 



18) 



flfC 



X. 



J,8m($-0o)+--cos(<f-0ö) 

Q 



X. 



2:2=JxCOs((P~0«)+-sin(<P-0«) 

Q 



X, 



Q 



X 







a?. 



— =~J«Bin(P+— cos$; 

iK=ixCO8(*+0— 0o)-A«sm(*+0-0«) 

- = Lü sin (<P- 6^)+A^co8 (<P^ eo) 
Q 



X 







^0 



- = -i,8m($+0)+^KCOS(^+0). 



OrO 



XiXff 




tO I ^« «^x 






0/0 0\ 

r "^«r iO 7O ^f rO ^»^ • XiXx [XiXjt ^>tXi\ ^^ 







8in 



sin 0^ 



g g gogo ^Q Qo Q go> 
sin ^0 







go g 

-SI,a2=cos(*+0-0o). 



18*) 



g 
^JhK =8in0 

-2'J^i^ = cos 







«, 



^Jh— = — sin 

go 

-2XA^ =-8in($-0O) 
-27x7«= cos 4> 
^-2'J,i^=co8(<P+0O), 



-2'j!;^=8in(P 
g 

-2'jX=8in((P+0) 

:s'jü2:«=co8(*+0) 

go 
-TJ^A' =8in0o 
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0«, 



18*) < 



Q 


= — 


■sin© 




=0 






= — 


■8m($+0) 



^Zr^=8in(0-eo) 



-21,A;! = -sin (<P+ 0- 00) ^jro^o ^Q 

Da da8 letzte Glied der vielfachen Gleichung 18) für 8ämmtliche 
zwischen den Punkten x^ und x möglichen geodätischen Linien 
denselben Werth hat^ so gilt dasselbe, was zu beachten ist, auch 
ftlr die übrigen Glieder. 

Wir wollen nun zur Gleichung 13) zurückkehren. Man kann 
ihr mit Hülfe der Formeln 14) die Form geben: 

19) Ndx^=Kdr + {PL^-MLl)d&' + MdX% 
und hieraus folgt 

20) d8^^dr+{I^-M^)d€l'o+Af2dkf. 
Für n=2 kann man, beiläufig bemerkt, setzen: 

Al = C0S9?, A2 = 8m9?, 

wodurch 

dkf+dkf=d(p\ dS'^^dq? 
wird, also 

20*) (J«'=dr*+P'V- 

Beachtet man nun, dass 

r ^0 ^ 

so kann man den Ausdruck 20) auf die Fonn 

(kk = — —^ — ViVk H -^ — ULic j 

21) ds^^^ancdyidyk, ^2_m^ « . P'-M\^ . M^ 

bringen, und dies ist der gesuchte Ausdruck für das Quadrat 
des Linienelementes. 

Die n vom Punkte x ausgehenden Elemente ds, die durch 
positive Änderung je nur einer Riemannschen Coordinate ent- 
stehen, bilden ein schiefwinkliges System, denn man hat 

G0Sidsd8)=-f^=' 

ycmajcic 
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Setzt man in 19) and 21) 

(0 

so beziehen sieh diese Gleiehnngen auf das Element ds, man hat 
mithin 

Ndx„ = \ A-^M H XJ.i ]di/i 



22) 






(f) 

Hieraus ergeben sieh fUr die Richtungscosinus des Elementes ds 
die Werthe: 



23) 



.n, (A^J% ri^li+PLlLi-M{lf-)f- 1) 



Fällt der Punkt x mit dem Punkte a;<* zusammen, so wird, da 

ist; 

cos (i^d«) = 0, cos (dsds) = 1 ; 

(•) (t) 

im Punkt x^ fallen also die beiden Systeme ds und d^, wie es 

auch sein muss^ zusammen. 

Statt r kann man auch eine Function von r: 

R=f[r), r=q>{R\ 

die für r=0 verschwindet, einführen, d. h. man kann setzen: 

Unter dieser Voraussetzung hat man 

«»X = — - — i^ ytyH H ¥^—Li L^ 



21») 



Ä^ 



R^ 



i2*=yf+. . .+yn, cos 00=:^^" .|;'. 

(0 

und für die Richtungscosinus des Elementes ds 



90 
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23*) 



cos (o«a«)= 



{KyiEy)H-\-P*Lf+M*{l-xf-Lf)}''' 
coscÄW B<p'mlk+PLlL,-MiLf+xf-l) _ 



U 



wo 



{R*(p'iRy)f+F*Lf+M\l-if-Lf)y 
ist. Da f{0)=0, 80 ist für unendlich kleine Werthe von r 



nr) 



=r. 



und, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

(») (x) (•) (0 

cos (dsds) = 0, cös {dsds) = 1 ; 



(0 



also auch in diesem Falle fällt das System ds im Punkte x^ mit 



(i) 



dem System ds zusammen. 

Die Richtungscosinus 23) beziehen sich auf das vom Punkte 



(0 



X ausgehende System ds, nun ist aber nicht dieses, sondern das 



vom Punkte x^ ausgehende System ds als gegeben zu betrachten, 
wir haben also noch die Lage der vom Punkte x ausgehenden 

n Elemente ds zu bestimmen. Zu diesem Ende wollen wir in 
19) und 20) setzen: 

^K = ^H sin 9? -f- Ax cos <Pj ^KK = 0, 
so dass 

24*) ^ cos 6^ = cos 0" sin (p + cos & cos 9?, dX^ = {k^ cos 9? — A^ sin <p)d(p, 
-, ^n COS O' sin Q? — cos &' cos o? , 

sm 0^ 



wo 











cos 0"=-r^4 cos0'=-5:'^A 



^0 Öo 

ist, und q)\ der Winkel, den A^ mit A^ einschliesst, nach der Seite 
von k' zu zählen ist, nach der k" liegt. Dann gehen diese Glei- 
chungen über in: 

o.x ,ri ^ j . \(i^ix — -^ix)(cos0'8in9?— cos0"cos9?) , 
24) Ndx.=k,dr-\'] ^^^ ^+ 

M{)il cos (f — i^ sin (p^dfp 
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25) d8^= dr^+J^ '-^ ^,^, -^+ My<p' ; 

und der Punkt x und das von ihm ausgehende Element ds lie- 
gen in der vom Punkte x^ ausgehenden geodätischen Fläche 
(AT'), d. h. 25) ist der Ausdruck für das Quadrat des Linien- 
elementes dieser Fläche. 



X 

Ist die letztere eine Nullfläche, so liegt das Element — in 

Qo 

ihrem Anfangselement (A7"), man hat also 



— =Xx sm 9?! +Ax cos <Pi, 
Qo 


X 

wo a?i, der Winkel, den — mit A' bildet, nach der Seite von A' 

zu zählen ist, nach der X" liegt; oder, da 

sin 9?i = cos 0", cos (p^ = cos & 
ist 

, 
X, 



26*)^ 



-=a;;cos0"+A;cos0', 

cos 0^ = cos 0"sin9? + cos 0'cos^ = cos(9? —qpi) 

sin 00= + (cos0'sin99— cos0"cos^)= ±^sin((p—(pi)yd€^= +d(p 

Li = ±(AxC0S9? — X^^inq?) 

jI=± (AhCOS & — aLcos 0"), 

wo in sämmtlichen Formeln das obere oder das untere Zeichen 
zu nehmen ist, jenachdem sin {q^—(pi) einen positiven oder nega- 
tiven Werth hat. Hierdurch gehen nun die Gleichungen 24) und 
25) in die folgenden über: 

(Ndx^=}i^dr+PL^d9^ 

^^^ 1 ds^^dr^+P^de^o, 

und dies ist der Ausdruck für das Quadrat des Linienelementes 

in der vom Punkte x^ ausgehenden Nullfläche (A'A"). 

Die Formeln 26) haben natürlich auch dann noch Gültig- 
keit, wenn die Linie x^x zu den Nulllinien gehört, es ist hierbei 
aber folgendes zu beachten. Besitzt die Mannigfaltigkeit einen 
Nullpunkt, der zum Anfangspunkte eines Riemannschen Koor- 
dinatensystemes dienen kann, so spielt er die Rolle eines Mini- 
malpunktes ; die Winkel 0^, und $ können sowohl den Werth 
Null als auch den Werth ti annehmen, und man hat 
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QO Q Q Qo öD 

i®döo_ g^^jl'^ cQg 0'— i'^ cos &')d(p. 
Es sind nun die beiden Fälle, dass zwischen den Punkten x^ 
und X der Nullpunkt liegt, oder nicht, zu unterscheiden. In 
jenem Falle ist 

00=^^ Ö=0, *=7r, 

in diesem 

(90=0, c|>=0. 
In beiden Fällen ist demnach 

also 

Nöxh = lldr+ €o(^x cos ö' - Xh cos 0^ -P<^9'; 
und 

,^ iV^sin* ^^^^^^dDdÖ^ ^^ ^T ^* ^ D 

3/=—?—^-= ^ =NqNoQo^ ^ cos *=P. 

smQo cos 00 "^ "^"öD 

Fällt der Punkt a;0 mit dem Nullpunkte zusammen, so wird 

dg 



/ 



P=JV^ iVo^-!^— =iV^, 

und die Formeln 26) nehmen die Form an: 

2qa\ INöXh = Xldr+NQ{1^ cos 9? — A^« sin q))dq) 

\d8^=dr^+N^Q^d(p^*). 
Dies ist also der Ausdruck für das Quadrat des Linienelementes 
in der vom Nullpunkte ausgehenden geodätischen Fläche (AT')- 
Wir wollen nun zu den allgemeinen Formeln 24) und 25) 

zurückkehren und annehmen, X^ falle mit X^ zusammen, d. h. es 
soll sein: 

Ax=Ax, (p=Oj dXjt=Xtcdq)* 

Das Anfangselement A^+dA^ der dem Endpunkte des Elementes 



* Zu denselben Formeln gelangt man auch, wenn man beachtet, 
dass in diesem Falle für jeden Punkt der Fläche (k'k")—^kl ist. 
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bs entsprechenden geodätischen Linie befindet sich dann auf der 

Seite von Ky nach der A^ liegt, oder auf der entgegengesetzten 
Seite, jenachdem d<p positiv oder negativ ist. 

Unter dieser Voraussetzung gehen die Formeln 2.4) und 25) 
über in: 
^-. [Nöx^^X^dr+Cndq) 



wo 



\ »vaGr j sinö" 

m -Wl co»'^ \| p« co8'^ 
"^ ^ V 8m»0«;+ sin«©« 
ist, and 

ßo 8in 0" 
Bezeichnet man nnn die Richtungscosinns des Elementes 8s 

mit fixf so ist 



oder, da 



dr i . idw ^ * i 

^ = ^A*H^K = COST,-, W,- y- =^CxjUk, 

28) ;,^=A^cosr,+a-^^. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit — , summirt, und setzt 

w,*^x ^ mr.* r COSTiCOS©— cos©,- ^ 

2;iWx— = cos Oi, Zfi^U = — — ^ ö "= ^*' 

so erhält man 



« t 



2:Cx/i 



es ist mithin 



2 £:\" 

roi pC0SC7i 

sin0ö' 






p COS 6< 
sin@o 
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Ftthrt man noch die Bezeichnungen 

2:/Uk=co8t?, zliX^^Vi 

ein^ 80 findet man mit Httlfe der Gleichungen 17) nnd 18). 
Li =L?coB(*+Ö-Öo)-co8T?8in(*+Ö-e«) 

cosT,=L?8in(*+(9-©o)+co8T?co8(4>+0-©o) 
~Üi =Z,cos(*+<9-(9o)+co8T,-8in(4>+Ö-eo) 

C08T?= — i<8in(4>+0— ©o) + C08Ti CO8(<P+0~ Gq) 

Li Li, + cos xi Xi,=Li Li, + co8 t? 4i 

Li Li, + cos ti co8 T,j = Li Li, + co8 t^ cos t^, , 
wo in den beiden letzten Gleichungen der Zeiger i^ sich auf ein 

anderes vom Punkte x ausgehendes Element /ul^ bezieht. 

Quadrirt man nun die Gleichung 30) und summirt, so ergiebt 

sich für co8*0i der Werth 

Jtf%-8in*6>^ 
cos* rJi = —^z = ZT 5-r^- 

P'(l-co8\,— Lf)+M'L? 
Femer folgt aus 30) 

LiMC=--^[P{LiL^+co»rik^--ju^)'-MLiL% 

Diese Gleichungen geben die Richtungscosinus >lx der beiden 

auf Xl senkrechten Elemente, die in der vom Punkte x^ aus- 
gehenden geodätischen Fläche liegen, die den Punkt x und das 

von ihm ausgehende Element ju^ enthält. 
Wir wollen 

MLi&mS^ 



31) 



cos ©i = — 



setzen, dann ist 



{p\i-oos\-Lt)+]^m'' 



32) 



:// 



Ax — 



P(fiK — iiLx— co8T,Ax) -\-MLiLt 
"]?(1 -C08*r<- if)+M%?F 

P{jUx— L^iLl—eosti Uftj+M LiLx 



a= 



2 

mi=- 



PM(jUx—coBTiXx) 



{p^(i-cos^,-i?)+^'^-r^= 

M*P*sin*Tt 
F\1 -cos't.— i • ) + M^Lf 
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Da 

COS^Tj+Zf + C08*(iV]Ux)= 1 

f 

ist, wenn das Element N in dem dreifachen Element (XLfi) auf 
dem Flächenelement (kL) senkrecht steht, so sind die Nenner 
der Ausdrücke 31) und 32), von einigen besonderen Fällen ab- 
gesehen, stets endlich und reell. 

Wir sind nun im Stande, die Lage des Elementes ds be- 
stimmen zu können. Lässt man nämlich das Element fit, der 

(i) 

vorigen Formeln mit ds zusammenfallen, so wird 

m m 

— 1 t 

cosT,==i,-, Li=Li, /ix=0, //i=l, 
also 



33) 



nii 

^u MLi sin ^0 MLi sin 0® 

cos ©i = — 



{p^(i ~4-ii)+3/'i.T'"" ~ {p\i-)^"^-lV)+m'ü^''^ 



34) { 



\n MLiL°i-P{Li+)^-l) MLiLi-P{LV+llH'-l) 



Ä PMXj^, * _ PMil-X\) 



{p«(l_4_if)+jlf«£.?}V. -• [p\l-i^-Lh+M'L!}''' 

2 p»M\i-i^) 

fYlj =: • 

ü) 
und das Element ds liegt in der vom Punkte x^ ausgehenden 

geodätischen Fläche (A°A"); dabei schliesst ds mit der Verlän- 
gerung der Linie x^x über den Punkt x hinaus den Winkel '&<7i 
ein, wo co8d = 2< ist. Endlich liegt das Anfangselement (^^+^4) 

der den Endpunkt des Elementes ds enthaltenden geodätischen 

Linie auf der Seite von a2, auf der aI sich befindet, oder auf 
der entgegengesetzten Seite, jenachdem d(p positiv oder negativ 
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ist; oder, da dq) und d dasselbe Vorzeichen besitzen, jenachdem 

Ci einen positiven oder negativen Werth bat. 

Ist die Linie x^x eine Nulllinie; so hat man, wie wir vor- 
her zeigten, 



es ist also 

^0 / 0\2 

35) i==-t- _^i^_, i'=± V^o/ 



V-(f VHf) 



WO die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, jenach- 

dem P positiv oder negativ ist. Dabei ist Ci, also auch d(p^ 

unter allen Umständen positiv, die Linie (A^+dA^) liegt also auf 

— •// 

der Seite der Linie x^Xj auf der >l;( sich befindet. 



•// 



In diesem Falle liegt nun A^, wie wir gleich zeigen werden, 

(t) 

in dem Flächenelement (A^d«®), und zwar nach der Seite von i„ 

— oder, was dasselbe ist, der Linie x^x — nach der das Ele- 
ment ds^ sich befindet, oder nach der entgegengesetzten Seite, 

(i) 

jenachdem P positiv oder negativ ist. Das Element ds liegt 

ß) 
ferner in der Nullfläche (X^ds^)^ bildet mit der Verlängerung der 

Linie x^x über den Punkt x hinaus den Winkel «><7r, wo cos # 

X' (^) 

=€q— ist, und befindet sich mit dem Element ds^ auf derselben 

Seite der Linie x^x. 

Wir werden später, in den §§16 und 19, zeigen, dass die 
Grösse P in jeder geodätischen Linie bis über den ersten aus- 
gezeichneten Punkt hinaus positiv ist, dass sie, wenn sie über- 
haupt negativ wird, durch Null hindurch gehen muss; dass femer 

in dem Punkte x\ in dem P=0 wird, wenn x^x eine Nulllinie 

ist, sich sämmtliche Linien des Systemes (Xl+dXl) schneiden. 

Das Element l^ möge nun in dem Flächenelement (iPds^) nach 

der Seite von A«, nach der ds^ liegt, auf Xh senkrecht stehen. 
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Eine einfache Überlegung zeigt^ dass dann 

- ^x8in9!?+^K8in(d— 9?) 
^x= : — ä ^ 



wo 





«Z/M 7v 



iWK=0, //,=1, cosi? = 4, X^=£q—, 9?=- 

^0 ^ 



zu setzen ist, man hat also 



:« 



hieraus folgt, in Übereinstimmung mit der zu beweisenden Be- 

hauptung, dass X^ in dem Flächenelement (X^ds^) liegt. Wir haben 
nun die beiden Fälle, dass P im Punkte x positiv oder negativ 

ist, zu unterscheiden. Im ersteren ist h=X^y X^ liegt also auf 

— (i) 

der Seite der Linie x^Xy auf der das Element ds^ sich befindet; 
dasselbe gilt also auch von dem Anfangselement der Linie (Ak+ 
dXl) und, da P bis zum Punkte x positiv bleibt, von der Linie 

(X^+dX^) selbst bis zum Endpunkte des Elementes ds] dieses 

fi) 

Element liegt mithin, wie wir behaupteten, mit dem Element ds^ 
auf derselben Seite der Linie x^x. Ist P im Punkte x negativ, 

so hat man Ih^—^h, das Element X^ und das Anfangselement der 
Linie (ix+dX^) liegen also in diesem Falle auf der Seite der 

(i) 



Linie x^Xy auf der das Element ds^ nicht liegt; dafür geht aber 
die Linie (X^+dX^) im Punkte x^ — in dem P=0 wird — auf 

die Seite von x^x über, auf der ds^ sich befindet, die Elemente 

(i) (i) 

ds und ds^ liegen also auch in diesem Falle auf derselben Seite 

der Linie x^x. Hiermit haben wir aber unsere Behauptung voll- 
ständig bewiesen. 

Zur Erledigung der vorhin angedeuteten besonderen Fälle 
wollen wir noch einmal zu den allgemeinen Formeln 32) zurück- 
kehren und dabei, der Einfachheit wegen, den Zeiger i weg- 
lassen. Das vom Punkte x ausgehende Element der vom Punkte 
x^ ausgehenden geodätischen Fläche {iPX") wird durch die beiden 

zu einander senkrechten Elemente 

7 
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36) 




/^H = 


m 


und X^, 


wo 







*'_Ch_ \ sin*^/ 81 






m 



/^ CO80^' 

^^'^ / ^*< / 9 /v/v 1/ 



/ co8«6r\ 

V sin«©^/ 



ist^ bestimmt. Denkt man sich von jedem der beiden Punkte 
x^ nnd X ein Linienelement gezogen, das die Richtungscosinns 
t?x besitzt; so stehen diese beiden Elemente auf der die Linie 

x^x enthaltenden Nullfläche senkrecht. Das von x^ ausgehende 
Element v^ liegt in dem dreifachen Element (A^L^A"), das von x 

ausgehende in dem dreifachen Element {XLfi"). 

/f 

Das Element K, Hegt femer in dem Flächenelement (L^v). 
Bezeichnet man den Winkel, den es mit Z2 bildet, mit (p^ und 
zählt (fQ nach der Seite von Lx, nach der v^ Hegt, so ist 

ol) Xx=«?x8m9?o+^KCOS99o; sm99o=l a— ~t^] ' 

COS0" 
COS99o= ^~r^* 

^ sm üT* 

Da (po<^ ist, so liegen die Elemente A« und t?« auf derael- 
ben Seite des Flächenelementes (X^L^). 

Liegt das Element L^ in dem Flächenelement (A" T'), so ist, 
wie eine einfache Rechnung zeigt, 

wo das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem die beiden 



:// , *»// 



Elemente X^ und X^ auf derselben Seite des Elementes (X^L^) sich 
befinden, oder nicht. 

Das Element /x^ liegt femer in dem Flächenelement (Lv). 

Bezeichnet man den Winkel, den /-e« und Zx einschliessen, mit q? 

und zählt (p nach der Seite von L«, nach der v^ Hegt, so ist 

Mf cos* 0"\'/« 
37») /ix=rxSm99+ZxCOS9?, sin9?=-(l-w^^^l , 

PCO8 0" 

^ m sm cy® 

Dabei liegen die Elemente //-« und Vy auf derselben Seite des 
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Flächenelementes (IL) oder auf entgegengesetzten Seiten, jenach- 
dem My d. h. sinä>, positiv oder negativ ist. Bezeichnet man 

den Winkel, den u« mit dem Element — ^ bildet mit 0", so hat 

Q 

man in Folge der Gleichung 36) 

cos0;;_ Pcos©;; ^ eo»^e''^M^r gob^&' \ 

sin S~~m sin 0®' sin* 0®~~ wi* \ sin* Q^J * 

Macht man dann diese Substitution in 36), so erhält man 

„/ // , cos©'' \ .^C08Ö"-.o 



39) A"-± 






Pll r^öT V^ — M . „ Z^ 

\ Sin* O I sm 



wo 



= ± 



«cos &' 



40) üx= ^= , w«w«=P*Jlf« 

/ cos^0"y/« 

\ sin« ©7 
ist, und die oberen oder unteren Vorzeichen zu nehmen sind, je- 
nachdem das Produkt M . P positiv oder negativ ist *). Die 
Gleichungen 39) sind die Lösungen der Gleichungen 36) nach 

den Grössen A«. Aus 36), 38) und 40) folgt noch, dass 

WO das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem sin $ einen 
positiven oder negativen Werth hat. 

Wir wollen nun die beiden in Bede stehenden besonderen 
Fälle M=Q und P=0 betrachten. 

Ist im Punkte x M=0, d. h. sin 4^=0, so kann man die 

(i) 

Formeln 34) zur Bestimmung der Lage der Elemente ds nur dann 



*) Zu den Formeln 39), aber mit dem positiven Vorzeichen ver- 

sehen, gelangt man auch, indem man in 32) ^x=iu^, also 

^ -=■ cosö'' 

cos 7^=0, Zr,= ; — ^ 

sin S 
setzt. 
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gebrauchen, wenn man ihnen die NulUinie x^x zu Grande legt; 
wie man hierbei zu verfahren hat, haben wir vorhin gesehen. 
Da in diesem Falle, d. h. wenn 0=mji ist, die beiden Formeln 
14) sich auf die eine Gleichung 



Q Qo 

reduciren, die aussagt, dass die beiden Punkte x^ und x, wenn 
sin $==0 ist, auch auf einer Nulllinie liegen, so könnte es zweifel- 
haft erscheinen, ob die Formeln 14*) auch für die Werthe 0=m7i 
gültig seien. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass das doch 
der Fall ist. 

Die Gleichungen 13) für das vom Punkte x ausgehende Li- 
nienelement haben offenbar für jeden Werth von Gültigkeit. 
Setzt man nun in ihnen 0=m7i, so erhält man 



A^sin©-^" sin (0-00) 

( sm tr 



A^cos0--siu(0-0o) 

+ ^ PdS^l 

sm 0" 

und diese Formeln geben, wenn in ihnen d0o=O gesetzt wird, 



A'sin©-- sin (0-00) 

2 =,/ 1\m ?0 . 

" ^ ^ sin 00 ' 

zu demselben Werthe von X^ führt aber auch, was zu zeigen war, 
die fünfte Gleichung 14*). Setzt man ferner in 



;i.cos0-(-i)«^- 

r ?0 

^''■^ Sin 

den vorigen Werth von X^, so findet man, in Übereinstimmung 
mit der dritten Formel 14*), 



^0 cos 0-- cos (0-00) 

L.^{-ir ^0 

sm 00 
Die erste Formel 14*) giebt noch, wie es auch sein miiss, 

J,=(_l)-J^, 
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und f&r das vom Punkte x ausgehende Linienelement hat man 

Ndx^=X^ dr+PL^ d0o. 
Ist im Punkte x P=0, so geben die Gleichungen 27) 

Ndx^=X^ dr+MlC+-^—ß^Lljd(p 

ös^=dr^+M^(l-'^^y<p^, 
es ist also in diesem Falle 

/^H = v^, f^H = Ax cos ti + ÜK sm T„ 

das Element /i^ steht mithin auf dem Element L^ senkrecht. 
Bezeichnet man daher sämrotliche von x^ ausgehenden geodäti- 
schen Flächen, die den Punkt x enthalten, mit E, so liegt, wenn 
im Punkte x P=0 ist, ein von demselben Punkte ausgehendes 
Linienelement jll^ dann und nur dann in einer Fläche des Sy- 
stemes E, wenn es auf dem Element L^ senkrecht steht; ist das 
der Fall, so liegt das Element ju^ in der Fläche (Pt?) des Syste- 
mes Ey wo 

üx = '— ?COST = ^UxXx 

sm T 
ist. Es befindet sich aber auch noch in allen Flächen (PA") des 

genannten Systemes, für die X^ in dem Flächenelement {L^v) sich 
befindet, d. h. 

X^=LH^mq)-}-VHOOsq) {(p zwischen und 2ji) 
ist. 

Über den in den vorigen Eiitwickelungen vorkommenden 

"Winkel 0+0— &^ möge hier kurz noch Folgendes bemerkt 

werden. 



Aus 

z 





az 



N^N^z^-nf 



Zxa " ^ ^ ^vü ^m 

folgt, wenn 



41) •Pi,= - 




-z -az 
dz 



N]/N^z^-Di 



/m 
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gesetzt wird, 

41*) *m=^-Ö+!Pm, Ö«*=!PS\ 

wo S gleich oder gleich jr— zu setzen ist, jenachdem e 
gleich +1 oder gleich —1 ist. Berechnet man dann die Fälle 
€o=±l, «=±1? ^ findet man 
42) *+Ö-Ö'=2/i!FS'+e?Pm-co!PS„ 

wo yti die Anzahl der zwischen x^ und x befindlichen Maximal- 
punkte bedeutet. 

In ähnlicher Weise erhält man, wenn 



^"* dN 



}pmt 






z 
ist, und IX die Anzahl der zwischen x^ und a? befindlichen Mi- 
nimalpunkte bedeutet, 

43) <P+Ö-0o=2/x!PS'+ßo *"?'-£??"'. 

Da 

a(j>4,e~eo) _ dg 

so wird der Winkel $+0— 0^ ij^j wachsendem r zu- oder ab- 

dN 
nehmen, jenachdem -^ negativ oder positiv ist. 

Für die sphärische Mannigfaltigkeit 
ist z. 6., wenn man sich der Substitution 

Sin*9?=-j r7^-| — r, COS*99=-j ^7TT~\ 

(1-Wm)(l+W) (1-Wm)(l+W) 



TT 

bedient, wo (p zwischen und ^ liegt, 

6i 



,mi 



9'=^, !Pa=2aretgy«„tg9., !PS'=^, ^=g» 





und 
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= ^ji^ca—EQ Gq, 



wo 






11^(1-...) sin ^(^+4)f 



C08(- + Co— 1 



:i-(i-«.)8i»«(r+.,^)['- 

Hieraus folgt aber, wenn man noch beachtet, dass 

!+„= \±^ ]pl±!^Lsin 00 

\x X I 

ist, 

44) sin — —^ = 1/ -^7-77 — ^ sm e^sm— 

Bezeichnet man noch die Entfernnitg des Punktes x vom 
Nullpunkte mit r und setzt x=2R, so wird, da |/M=-=tg- ist, 

X X 

^ . i^ /^n siö s4^ sin ~~ sin 0<* 
^ <p-j_0_0o 2Ä 2i2 

8,n 2 = ^— , 

was eine bekannte Gleichung der Sphärik ist. In dem geodä- 
tischen Dreieck {Ox^x)=^{ABC) ist nämlich 

A=^0, B=n-eo, C=e, a=J, 6=J, c=J, 

also 

(P_|.0_0o=^+j5_|.C_yj. 

macht man dann diese Substitution in die vorige Formel, so er- 
hält man die bekannte Gleichung 

A+B+C «°i«°|«»»^ 
C08— 2— = ^ 

C08^ 

Fttr die pseudosphärische Mannigfaltigkeit 



104 § 12. Das Krümmungsmass einer geodätischen Fläche. 

1 



iV= 



1-tt 



ist 



sm ^;^ 

Wo 



r 1— tto » 



oder 



sin A^^ sin A^öSin 0® 

y 

C08Ä2^ 



^+J?+C 8inÄ?8inA|8infi 

COS --;r-^ = 



cosA^ 



§ 12. Das Krümmmigsmafls einer geodätischen 

Fl&ohe. 

Wir fanden im vorigen §, Gleichungen 25, für das Quadrat 
des Linienelementes der vom Punkte x^ ausgehenden geodäti- 
schen Fläche (X'X") den Ausdruck 

1) ds =dr +m dq)lt 

und für die o?- Differentiale dieses Elementes den Ausdruck 

2) Ndx^ = X^r + {b{PL^ — MLI) + M{X^ cos (pi — Ax sin (px)] dtpxy 
wo 

und 

3) AH=^i<8in99A+AKCOS9?A, ^A^A^^O. 

Hierin bedeutet (px den Winkel, den das Anfangselement >l2 der 

die Fläche erzeugenden geodätischen Linie x^x mit dem Element 

Ax bildet, und (px ist nach der Seite von X^ zu zählen, nach der 

Ax liegt. 

Für das Krümmungsmass K im Punkte x der in Rede ste- 
henden Fläche erhält man nun, indem man in die allgemeine 
Formel 1) § 10 

»=2, an=l, agg=w*, «12=0 
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setzt, den Ausdruck 

1 S^m 






oder, da 



ör« 



dr^ 



m Sr 



2 



a^AP+b^P^ 



( 



aV^'^^S' 



3) 



dr Nq N^q oq 



dr* 



= M 






VY( [del Q dg S'^Q dg \dQ ) 



i 



dP 
Sr 



d»P 

'dr* 



= NoQo(iOSS^ 



+ 



=p- 



(fNY-i)* 

^dW NdN fdm 
dg* Q dg \dQ / 



dNpd^ 
dg SDi 



i 



N- 



4) K=- 



d*N NdN 
dg* g dg 



(t:) 



8 



c.MN^^.-^l'f-U 
g* \dgj ( 



r dg- 



NdN) 
g dg) 



N* 



{ 



d ^ bP 



) 



2 



WO 



Denkt man sich in dem vom Punkte x ausgehenden 3-fachen 
Element, das durch das von demselben Punkte ausgehende Ele- 

ment dw der Fläche und durch das Element — bestimmt wird, 

Q 

das zu dw senkrechte Element iV« gezogen, so ist, wie gleich 
gezeigt werden soll, W der Winkel, den die Elemente iV^ und 

X 

~ einschliessen. Hiermit wird dann zugleich bewiesen sein, 
Q 

dass das erste Glied ^ des Ausdruckes 4) das Krümmungsmass 
der w-fachen Mannigfaltigkeit im Punkte x und in der Flächen- 
richtung dw vorstellt. 

Das Flächenelement dw wird, wie wir im vorigen § zeigten, 
durch die beiden Linienelemente 

h{PL^ — MLI) + M{Xh cos (fx — C sin (px) 



5») 



/ip« 



{a^M^+b^P^yi* 



und X^ 
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bestimmt, es ist mithin 

^(^N^^^ +cos«(a.^) +C08«(Ai.^) = 1, 



cos^^ 



oder, was zu zeigen war, 






{"■jh 



Wir wollen die Normale JV^ wählen, die mit dem Element 

— auf derselben Seite des Elementes dw liegt, dann ist y<^> 

und, wenn a die positive Wurzel aus a*, (M) den absoluten 
Werth von M bedeutet, 

a(3f) sin© 



5) cos!?^= 



(a2Jf8 + 62p2)V. 



Denkt man sich femer das Element -^ auf das Flächen- 

Q 

element {N/u) projicirt, bezeichnet den spitzen Winkel, den diese 
Projection mit N^ bildet, mit u und setzt 

. _ bP aM _bP 

so ist bei einem positiven M ü=u oder = 2jt—Uf jenachdem 
das Produkt b,P einen positiven oder negativen Werth hat; bei 
einem negativen M ü=n—fi oder = :7r+//, jenachdem bP po- 
sitiv oder negativ ist. 

Das Krümmungsmass der Fläche fällt mit dem Krümmungs- 
mass ^ der n-fachen Mannigfaltigkeit dann und nur dann zu- 
sammen, wenn 

entweder fc=0, oder a=0, oder M-^ P-7r-=0. 

or or 

Dem Falle 6 = entsprechen die geodätischen Flächen, deren 

Anfangselemente auf der Nulllinie Ox^ senkrecht stehen; dann 
tritt dieser Fall noch in der erzeugenden Linie einer jeden 
geodätischen Fläche ein, für die 

cos©^' 



Denkt man sich das Element -^ auf das Flächenelement (AT') 

Qo 

projicirt, bezeichnet diese Projection mit /Uh, den ihr zukommen- 
den Winkel 9?A mit ^, und den Winkel, den sie mit dem Ele- 
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ment — ^ einschliesst, mit a, wo also a<^ ist, so hat man 

6) cos 0^= cos a cos 1?, co8 0"=cosa8iiii?, 
also 

die Linien, ftr deren Punkte 6=0, und K=^ ist, besitzen mit- 
hin die Anfangselemente /x^ und —f^ix, wo 

n\ • A^COSÖ^+AhCOSÖ' , ,/ ^TTv-i Vrvf* 

7) iUx=-^^ —^ , cosa=+vcos20^+co820'*. 

cosa ' "^ 

Wir wollen noch das Element kl, dem der Winkel <px=^+'9 

entspricht, mit ßC bezeichnen, so dass 

Qx '' A'^cosö'— /kCos0^' ^ " ' ^ "^2 ^ 

cosa ^0 

und die in Rede stehende Fläche uns durch diese beiden Ele- 
mente bestimmt denken; dann hat man 

9) K = /^H^i^(Pft + /^xcos^^^e, 

wo (pft der Winkel ist, den kl und /^l einschliessen; 

( ^^ , cosasino?« sina 

cos 6^^= cosa coso?„, 6= — . ^^ ^ a= . ,^ ; 

sin Q^A cos 0^ — cos g?A cos 0^' 

10) < 8ina>«= — 7 

^ » ^^ cosa 

sin (pi cos 0" + cos q)x cos 0' 

cos a?u = • 

^'^ cosa 



Im zweiten Falle a=0 liegt das Element — in dem An- 

fangselement (AT') der Fläche, diese selbst ist also eine Null- 
fläche. Da in einer solchen auch cos!f^=0 ist, so stellt 

dW NdN '"^^'^ 

11) K= ^^^ ^ ^^ 



m 



das Krümmungsmass einer Nullfläche im Punkte x vor. 

Endlich wird K=St, und zwar flir jede von einem beliebigen 



* Die eine dieser Linien ist selbstverständlich die Verlängerung 
der anderen über den Punkt afi hinaus. 
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Punkte x^ ausgehende geodätische Fläche^ wenn die Funktion N 
der Differentialgleichung 

dP SM 

or or 
genügt. Ist das der Fall; so muss N auch der Gleichung 

d. h. der Gleichnng 

genügen. Nun ist aber, wie wir im § 10 fanden, N= ^ ^ 

wo a und ß willkürliche Constanten bedeuten, das allgemeine 
Integral dieser Gleichung, und dieser Werth von N befriedigt 
die Gleichung 12): 

Die Gleichung N= , ^ ^ ^*^^^^ mithin die nothwendige 

und hinreichende Bedingung dafür, dass die beiden in Rede 
stehenden Krümmungsmasse zusammenfallen, und, da für die- 
sen Werth von N M=P wird, wie eine einfache Überlegung 
lehrt, auch dafür, dass in jedem Punkte einer N-Mannigfaltig- 
Jceit M=P ist. 

Die Gleichungen 1) und 2) können auch dazu dienen, den 
Winkel o zu bestimmen, unter dem zwei von demselben Punkte 
x^ ausgehende geodätische Flächen in einem beliebigen Punkte x 
ihrer Schnittlinie, die natürlich eine von x^ ausgehende geodä- 
tische Linie ist, sich schneiden. Damit sich die Flächen über- 
haupt in einer Linie schneiden, müssen ihre Aufangselemente in 
demselben dreifachen Element liegen. Diese Anfangselemente 

mögen vorläufig durch das Anfangselement kl der Schnittlinie und 
durch die in den beiden Flächen auf diesem senkrecht stehenden 

Elemente fi^ und vi bestimmt sein, so dass 

den Cosinus des Winkels vorstellt, unter dem sich die Flächen 
im Punkte x^ schneiden. 0^^ und &l seien ferner die Winkel, 


X 

die diese beiden Elemente mit dem Element — ^ einschliessen. 
Für die Fläche (A^^) ist dann, wie eine einfache Überlegung 
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zeigt; 



also, 5*), 



wo /tx das vom Punkte a? der Schnittlinie ausgehende, in der 
Fläche (>IV^) ft^f dieser Linie senkrechte Linienelement bedeutet, 
das mit dem Element jul zusammenfällt, wenn die Punkte x und 
x^ zusammenfallen. Endlich möge das vom Punkte x ausge- 
hende Element v!t für die Fläche (X^v^) dieselbe Bedeutung haben. 
Unter diesen Voraussetzungen hat man nun 

^. . ^COSOoi-i/^ M ) ^_,^ 

vififjnv 
und dies ist der gesuchte Ausdruck. 

Aus 12) folgt fast unmittelbar, dass dann und nur dann 

ö=const.=^öo» 
wenn entweder 

P~My oder cos051= cos 0^=0 
ist, d. h., was den Fall P=M angeht, für alle Flächen der 

a+ßQ' 
Mannigfaltigkeit, die zu den Nullflächen gehören. 

Zu dem zweiten Falle gehören alle Flächen einer iV^-Mannig- 

faltigkeit, deren Anfangselemente auf der Nulllinie Ox^ senkrecht 
stehen; dann tritt er aber auch noch ein, wenn die Schnittlinie 
für beide Flächen die erzeugende Linie ist, in deren Punkten die 
Krümmungsmasse K und ^ zusammenfallen. Man kann hierbei 
eine Fläche, etwa (f^ju'), beliebig wählen. Denkt man sich dann 
in ihrem Anfangselement das Element 

. /UxCos &l + /ilcos ©^ 

yCO820^', + COS20)l 

das der genannten erzeugenden Linie entspricht, gezogen, so 
wird die Fläche (/^'/u") von allen Flächen {X^v^) unter constantem 



Mannigfaltigkeiten N= ^ 1^2 ^ ^^^ ^^^' ^^^ Flächen jeder N- 
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Winkel geschnitten, für die das Element vi anf dem Flächen- 
element iA2— ^1 senkrecht steht. 



m 



Die in Rede stehenden Flächen mögen nnii durch die beiden 
vom Punkte x^ ausgehenden Flächenelemente (/*V') ^^^ (tiv')j 

die sich also in dem Linienelement X^ schneiden, gegeben sein. 

Ferner soll von den Elementen ^2 und vi das erstere in dem 
/i-Element, das letztere in dem v-Element auf dem Schnittelement 

>lx senkrecht stehen, und zwar wollen wir die Bestimmung treffen, 



dass yUx und jjl^ den Winkel (p-^^j v^ und Vx den Winkel q)i-\-^ 

einschliessen, dann ist 

16) /x=/iKsm9C'+/XxC0899=t?KSin9Pi-j-t?xCos<^i, 



14) 



" ' . 

)Mk = )Mx cos 9? — /ix sin 9? 
Vx = Vx COS 9?i — Vx sin q)^ , 



15) 



WO (p der Winkel ist, den kl mit jUx bildet; er ist nach der Seite 

von jbLx zu zählen, nach der jbix liegt. Eine ähnliche Bedeutung 
hat q)^ für das v-Element. 

Aus 13) folgen nun für 9? und q)^ die Gleichungen 

COS9? — (/iV) C0S9?i — (ju i?") sin^?! = 

sin^? — (/i"t?')cos9?i "~ (/>* V')sin9?i = 

(jiv)eoH(p +(ju'v)&mq) — CO8991 = 

(/iV')cos9?+(/iV')sin99 — sin99i .=0, 

worin {uv)=Q08(ßv) ist; und aus den beiden letzten Gleichungen 
und aus 14) ergiebt sich 

16) cosao=2;t'Vx-(/iV)(^V')~(/^V')(/^V). 

Damit die Gleichungen 15) zusammen bestehen können, muss 
ihre Determinante verschwinden, es muss also sein 

1 (/iV)GuV') 

2 / // m2 / / //n2 / ff f\2 



17) 



i'v) (jiv"] 

t fy 



= 1 - (/. v)^ - o^'vr - (j^vr - (/^ v)^ 

+ CO8X = 0, 



1 (/V)Gu"0 
GuV)(/V) 1 
Ou'ü")C"V') 1 

und dies ist die bekannte, nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, dass die beiden Flächenelemente {fZ/i') und (t?'t?") 
in demselben 3-fachen Element liegen. 

Wir wollen die Elemente der Determinante 17) mit üix, die 
Adjuncten dieser Elemente mit aix bezeichnen. Da Oix^aKtj und 
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da die Determinante selbst verschwindet, so bestehen zwischen 
den Grössen a die Gleichungen 

lO) CliH = ClHij — • 

Benutzt man nun die letzten drei Gleichungen 15) zur Be- 
stimmung von sin 9?, cos 9?, sin 9?!, cos9?i, so erhält man 

COS9!? : sin 9? : (— C0S9?i) : ( -sin9?i) = aii : a^g : a^g : a^^, 
oder 

_ ^11 ^21 ^31 ^41 ^13 ^23 ^38 ^43 

Ist (f die kleinste positive Wurzel der ersten Gleichung 19), 

so sind q?-\-ni7i die anderen hier in Betracht kommenden Wur- 
zeln; von diesen haben wir aber offenbar nur die beiden Werthe 

9? und (p+7t zu berücksichtigen, denen, wie es auch sein muss, 

das Element kl und seine Verlängerung — A^ über den Punkt x^ 
hinaus entsprechen. 

Aus der ersten Gleichung 19) folgt dann weiter 

^ sm ^öo 

man hat also für das Element a2, da für dieses, wie wir eben 
festsetzten, q>^ji sein soll, 



20) 



sm9?: / - . 

ya^j sin (Jq sino^ 

^n,^_ «1* _ C«'»')(yu"»')+(/*"»")(;«'»") 



l/ägj sinoo ]/l — (fivy — {fxv'y sin Oq ' 
Setzt man diese Werte von sin9!7 und cos 99 in die beiden 
letzten Gleichungen 15) ein, so bekommt man 



21) 



sm 9?i = ■ 



)/a22 sin Oq 

cos9?i = — p^ 

yagjjsinöo 



* Da die vier Elemente ii*ii"v'v" ein Sfaches Element bestimmen 
sollen, so darf, wie wir im § 9 zeigten, von den vier Diagonaldeter- 
%Qinanten «110*22^33^44 höchstens eine verschwinden. Ist z. B. ai^=0, so 
hat man auch ai2=ai3=ai4=0, und in der zweiten Gleichung 18) sind 
den Zeigern die Werthe 1, 2, 3 beizulegen. Ferner liegt in diesem 

Falle das Element /w^ in dem Flächenelement (ü'v"); dabei ist 
^=5, also tg 93=00, und tg9?i=— =— = — • 

J «23 «33 043 
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Die Gleichungen 13) und 14) geben endlich 

cos 0^ = cos 0^ sin 9? + cos 0), cos 9? = cos ö'il sin 9?i + cos ör cos 9>i , 

cos 0^ = cos €l^ cos (p — cos 0^, sin 99, cos 0^ = cos 0r cos tp^ — cos 0y sin 9?, ; 
hiermit sind aber sämmtliche in dem Ausdrucke für cosa Torkom- 
menden Grössen, die sich auf den Punkt x^ beziehen, durch die 
Cosinus der Winkel bestimmt, die die von x^ ausgehenden (ge- 





// Xi 



gebenen) Linienelemente /ix, A*x, «?x, f^xi — ^ miteinander bilden. 



§ 13. Beziehungen zwischen den Biemannschen 
Coordinaten und den a;-Coordinaten. 

Wir wollen uns nun zur Lösung der Aufgabe ^^die Biemann- 
schen Coordinaten eines Punktes sind gegeben^ man soll seine 
X'Coordinaten bestimmen^ wenden. Es möge wieder, wie im 

§ 8, -=Zf u=az^, und N^z^ eine reine Function von u sein. 

X 


Gegeben sind dann r, C xlj cos0^=^-^Ax, «o dnrch das Vor- 
zeichen von cos 0^, und D=NoQQHm0^; ferner Mm, wenn die 
Linie einen Minimalpunkt, ü^^ wenn sie einen Maximalpunkt, und 
Um und Um^y wenn sie sowohl Maximal- als auch Minimalpunkte 
besitzt; und es wird sich vor allen Dingen darum handeln, q und 
^ als Functionen der genannten Grössen zu bestimmen. Ist das 
geschehen, so hat man für die a?- Coordinaten des in Rede ste- 
henden Punktes. 

1) a^«=ef— (cos *- sin * cotg 0o)+^-^l^\. 

Zur Lösung der vorstehenden Aufgabe hat man nun zuerst 
den Verlauf der ganzen geodätischen Linie, auf die sich die ge- 
gebenen Riemannscben Coordinaten beziehen, zu ermitteln; wie 
man hierbei zu erfahren hat, ist in den §§ 5, 6 und 7 ausein- 
ander gesetzt worden. Die vier vorhin schon angedeuteten Fällcf 
auf die diese Untersuchung nothwendig führen muss, lassen sich 
dann in folgender Weise erledigen. 

Besitzt die Linie erstens keine ausgezeichneten Punkte, so 
hat man 
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u u 



r_ r N*z*du f Dl du _ f D^ r 

Da in diesem Falle jedem Werthe von m, also auch von z^ 
nur ein Werth von r entspricht^ so genügen diese Gleichungen 
zur Bestimmung von z und *. 

Besitzt die Linie zweitens nur einen Minimalpunkt^ so setze 
man 
QN . 9 a*(w— Wm) • y^—ßu 



a\u—Um)+y^—ßu ^ a\u — Um)+y^—ßu 

wo a^, ß und y* willkürliche Constanten bedeuten*, dann wird 
.. ^ a^tim+(y'-q'^in)sinV 

^ ^ a«+08-a«)sinV ' 

5) - =/y(8in V) cos 99^99, 

wo 

/•(sin V)=-- /-i?^^'^^'*^'^ , iV^^2^~Z)? = (u-te„,)9<t*), 

^ ^ cwl/9<w)(a2+(^-a2)sinV}"/" 

und </^(w) für jeden hier in Betracht kommenden Wert von u 

endlich und positiv ist. 

Die Gleichung 5) ist nun, wie sich leicht beweisen lässt, 

einer eindeutigen Umkehrung fähig; setzt man daher 

so ist Am— eine eindeutige Function von rm. Man hat femer 

X 



oder 



- = £— ~€0 > 

XX X 



^ 

— J-ßo— =y/(sin V) (iOB(pd(py 

X X 



woraus folgt 



* In vielen Fällen ist es zweckmässig, es so einzurichten, dass 
y^—ßu für den grössten Werth g von u verschwindet, d. h., dass für 

u=g, 93=0 wird. Man hat zu diesem Ende, wenn g endlich ist, y^=ßgi 

wenn g unendlich gross ist, ß=0 zu setzen. 

8 
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\x xj 
also 



(9* IT 

-+Co- 
X X 



6) sin V == siii ^-^^ 



(^+4) 



Setzt man dann diesen Wert von sin ^97 in 4) ein, so ist u, 
also anch z bestimmt. Für den Winkel hat man endlich 



7) *= 



J N^z* X 



8) 



Drittens möge die Linie nur einen Maximalpunkt haben. 
In diesem Falle setze man 

woraus folgt 

m ^ q^^m, + (y ^ - q'^m J sin V , 

^ . a2+(^»-a2)sinV ' 

und 



-f 



Beachtet man dann, dass in diesem Falle 



ist, und setzt 



so erhält man 



r ro r * 

-=«0 € — 

XXX 



^=^"*(v) 



mi, 



Co — )• 

X X J 

Durch 9) und 10) ist aber u, also auch z, bestimmt. Für 
(& bat man wieder die Gleichung 7). 

* Eine geodätische Linie, die nur einen Maximalpunkt hat^ nähert 
sich entweder einer Curve ib==^g^ wo g endlich und kleiner als umS ist, 
oder dem Gebiet der Punkte mit unendlich kleinen Coordinaten. In 
letzterem Falle sind die Punkte mit unendlich kleinen Coordinaten zu- 
gleich unendlich entfernte Punkte. 
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Wir haben nnn noch viertens den Fall, dass die Linie Ma- 
ximal- und Minimalpunkte hat^ zu behandeln. In diesem Falle 
können wir die Substitution 6), § 8 benutzen. Aus 

m^ 

-=2w [-6 Bq- -y 

XX X X 



folgt 



X X 



oder 



JU7l-{'€(p 



=Am(^l+eJf^ 



SO dass 

11) Bm^(p=&m^Aml — |-«o— )• 

Hiermit ist aber bei Benutzung der ersten Gleichung 7*), § 8 z 
bestimmt. Für den Winkel ^ hat man auch in diesem Falle die 
Gleichung 7). 

Wir wollen uns nun mit der Lösung der umgekehrten Aufgabe 

jfDie X'Coordinaten eines Punktes sind gegeben, man soll 

seine auf einen gegebenen Punkt x^ bezogenen Riemannschen 

Coordinaten bestimmen; oder, was dasselbe ist, man soll die 

geodätischen Linien bestimmen, die durch zwei gegebene Punkte 

x^ und X gelegt werden können.^'' 

beschäftigen. Als gegeben zu betrachten sind also die oj-Coor- 

dinaten der Punkte x^ und x, und es wird sich vor allen Dingen 

darum handeln, die Winkel 0^ und S zu berechnen. Zu diesem 

Ende bezeichne man die kleinste positive Wurzel der Gleichung 

12) ^^?i=cos* 

mit $1, und setze 

13) *=2/ijr±*i, 

wo jjL eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Die Gleichung 
13) wird dann sämtliche positive Wurzeln der Gleichung 12) dar- 
stellen. Hierbei sind die Winkel ^=2/ijr+*i nach der Seite 
der Nulllinie Oa?^ zu zählen, nach der der Winkel *i gezählt 
wird, die Winkel ^=2fjm—^^ nach der entgegengesetzten Seite. 
Hierauf bestimme man die Arten geodätischer Linien — sie 
mögen mit G bezeichnet werden — , die durch die gegebenen 
Punkte gehen können, d. h. durch Punkte, für die z die gege- 
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gebenen Werthe Zq und z hat; und die Wurzeln der Gleichung 
iV^*2*— Df=0, die den ausgezeichneten Punkten dieser Linien 
entsprechen ♦. 

Es mögen nun in dem System C Linien im vorkommen. 
Man wähle dann eine beliebige Wurzel der Gleichung 12) und 
setze 

14) *=2>'4>S'+£*m-«o<, 

oder 

jenachdem das System C Linien Z/m oder Linien L^^ enthält **. 
Die Combination Lm und !#"*» ist, wie wir im § 5 zeigten, un- 
möglich. 

Hierauf führe man im Falle 14) mit Hülfe der Substitution 

6), § 8: 

. , a^(w — Mm) 

in den Ausdruck für (Pm statt z den Winkel q? ein, wodurch 

*m=/i^(8in V)#, i^(sin V)= ^"'^^^ 



15) 



c}/9?(M){a2wm+(/S*«*mi— a2wm)sinV} 

wird, und Um und Umi bekannte Functionen von Uq und sin 0^ 
bedeuten. Man setze ferner 

SO dass 



16) 



«„ Am *.=„]/ ji^3^jj^i^-3^, 

Aus 14) folgt dann 

*+£o *m = /F(sin \)d(p+efF{&m ^(p)d(p = /F(8in V)#, 



man hat mithin 
und hieraus folgt ' 



* Siehe § 6 und 7. 

** SoUten diese beiden Arten im System C nicht vertreten sein, 
so kann man sowohl den Wert 14), als auch den Wert 14») von $ be- 
nutzen. 
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17) 



Diese Gleichungen und die Gleichungen 



18) CO8 0®=£o ^ y Q0SO=— ^r=: - 

gentigen aber zur Bestimmung von O^ und ß. 

71 

Im Falle 14*) hat man in 15) statt (p -^—(p zu setzen und im 

Übrigen in der eben angegebenen Weise zu verfahren. 

Enthält das System C keine Linien Lm% so hat man zur Be- 
stimmung von 0^ und S ausser den Gleichungen 18) die Glei- 
chung 

19) *=£<Pm-fio*m, 
wenn im System C Linien Zm, die Gleichung 

20) 0^€oK'-e0^\ 

wenn in C Linien L"*» vorkommen. Bei Anwendung der Substi- 
tution 3) auf jenen, der Substitution 8) auf diesen Fall z. B. geben 
19) und 20) 

j gax [ sin u4m ( *-f «0 *m) = « sin tp 

\ cos Am ( *-f- €o *m) = cos (p, 



20*) 



mn Am {^—€o^^)= —€^m(p 

cos Am ( * — £o *™0 = cos 99. 

Besitzt endlich das System C nur Linien Z, so hat man zur 
Bestimmung von 0^ und & ausser 18) die Gleichungen 

Co 

Kennt man die Winkel * und ©^, so ist auch die Linie 
des Systemes (7 bekannt, die diesen Winkeln entspricht, also auch r. 
Besitzt die Linie z. B. Maximal- und Minimalpunkte, so hat man 

zuerst ^m, *m, ^\ Tm, ^m, ^m zti berechnen und dann mit Hülfe 
von 14) die Zahl r; ist das geschehen, so liefert die Gleichung 

r=2vrS*+£rm— co^m 
den gesuchten Werth von r. 
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Für die RichtungBCOBiniis Xl hat man 

22) ^°^* ^''_^^- (cos *-8m *cotg ©<>). 
Durch zwei Punkte x^ und x, für die 

23) ^-'-- = ±1, 

Qo Q 

d. h. ^ gleich einem ganzen Vielfachen von n ist, können im 
Allgemeinen unendlich viele geodätische Linien gelegt werden. 
Aus 22) folgt nämlich, dass die Punkte sämmtlicher von x^ aus- 
gehenden geodätischen Linien, für die * gleich einem ganzen Viel- 
fachen von TT ist, auf der durch den Punkt — ar^, oder durch den 

Punkt xl selbst gehenden Nulllinie liegen, jenachdem, wenn 
^^futy fi ungerade oder gerade ist. Nun besitzt aber q offenbar 
für die der in Rede stehenden Punkte, die demselben ©^ und ^ 
entsprechen, denselben Werth: die unter demselben Winkel Q^ 
von x^ ausgehenden geodätischen Linien schneiden sich mithin 
in den Punkten 

24) oo^^^-iy^-xl, 

Qo 

wo Q aus einer der Gleichungen 17) bis 21) für jeden Schnitt- 
punkt eindeutig bestimmt werden kann. Hiermit ist der folgende 
Satz bewiesen: 

yfGilt für zwei Punkte x^ und x die Gleichung 23), und 
bezeichnet man die Lösungen der zweiten Gleichung 17), die 
den Werthen ^=fjm entsprechen, wo jx eine gerade oder un- 
gerade Zahl bedeutet, jenachdem in 23) das obere oder untere 
Zeichen gilt, durch J 0| . . . , so geht durch die beiden Punkte 
jede von x^ ausgehende geodätische Linie, deren Anfangselement 

Xl eine der Gleichungen 



bef riedigt. ^^ 



^A2- =cos ©?, ^AÜ'^=cos e%... 
Qo Qo 
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§ 14. ?n-fache geodätische Mannigfaltigkeiten. 

Von einem Punkte x^ einer gegebenen w-fachen -^-Mannig- 

(1) (m) 

faltigkeit mögen m Linienelemente A . . . A ausgehen, die ein m- 
faches Element bestimmen^ und man denke sich von x^ aus alle 
geodätischen Linien gezogen, deren Anfangselemente in dem in 
Rede stehenden m-fachen Element liegen; dann werden diese 
Linien eine m-fache Mannigfaltigkeit bilden, die der Gegenstand 
der folgenden Untersuchung sein soll. 

Die Rechnungen werden durch die Annahme, dass die m 
gegebenen Linienelemente ein orthogonales System bilden, sehr 
vereinfacht, es sollen daher zuerst die Formeln entwickelt werden, 
die sämmtliche dem System der X äquivalenten orthogonalen Sy- 

(1) (m) 

steme bestimmen. Sind ß » • > ß die Elemente eines solchen ortho- 
gonalen Systemes — d.h.m von x^ ausgehende Linienelemente, 
die senkrecht zu einander sind und in dem durch die X be- 
stimmten m-fachen Element liegen — so müssen ihre Ricbtungs- 
Cosinus ß^ den Gleichungen 

( (1) (1) (m) 

ßx^(^n Ak+. . «+011X1 ^x 

1 ] . ' • • • • • 

(m) (1) (m) 

genügen; es wird sich also hauptsächlich darum handeln, die 
Coefßcienten a zu bestimmen. 

Ausser den Gleichungen 1) müssen die Richtungscosinus ß^c, 

der Orthogonalität der Elemente ß wegen, den ^ — - Glei- 
chungen 

n (i) («i) 

21**ßxßH = 

1 
genügen, hierzu kommen dann noch die m-Gleichungen 

1 

mfm I 1 ^ 

mithin hat man zur Bestimmung der m* Grössen a die ^ — - 
Gleichungen 

Ibis m 

2*) 2! (^os{xx^)ay^ay^^=ly v=l, 2 . . . m. 
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2^) 



Ibis m 



^co8(xxi)arKflriH,=0, yy* = 12, 13 . • . (m--l)m, 



80 dasß dieser Coefficienten unbestimmt bleiben, (xxj) 

ist der Winkel, den die Elemente X und X einschliessen; der Ein- 
fachheit wegen soll cos(x«i)=Cxk, gesetzt werden. Ferner wollen 
wir die Bezeichnungen einführen: 

CirCi^Cie . . . Citt, 



= r^f . . . t(? , 



WO rst . . .10 eine beliebige Complexion von i-Elementen der Reibe 
1,2 .. .m bedeutet; 

12...i— 1, X\ = ea, 6oo=^ii = l> «u=Cia, 
so dass ew=0 ist, wenn A<i. 

Bei der Bildung der partiellen Differentialquotienten 5-- 

OCtH 

endlich soll von der Relation Ci^^Cd abgesehen werden, es soll 
also sein: 

19 -^_1 ,y-i-1 4 



^c!l=£=^~^^ = ^^-"^~^^+^'--^ 



3») ^ 



und 



^eu 



Ben 






Setzt man dann 
so lässt sich leicht zeigen, dass das System 



m 



2 



m 



4) 2'<by^=ly ^'*6vAiX = 

1 1 

mit dem System 2) identisch ist. Durch die Substitution 3) geht 
nämlich bekanntlich* die quadratische Form 2*) in die Summe 
der Quadrate der Grössen by^ über, d. h. es ist 

m 

^« Cx>ti(^VH^VHi ^^^^ ^i/ **Oyx \ 
KHi 1 

und mit Hülfe der hieraus folgenden Identität 

en ^11^22 ex-i,x-ieu 



* Baltzer, Determinanten^ 4. Aufl., Seite 190. 
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lässt sich leicht zeigen; dass 



m 



HHi 1 



ist. Differentiirt man 5) nach Ci^, so ergiebt sich bei Beachtung 
der Relationen 3^) die neue Identität 



6) 



I • • • I . "t 



ßt-1, i-l^ii ^ii ^1+1, t+1 



exx 






^A-2, A-2 «A-1, A-1 



ex—U A— 1 ßu 
i=l,2...A— 1; und diese giebt nach Cxx diflferentiirt 



- SCjidCti ^Ct+i. t ^^* 



ßf-i, i-i e« 



"!"••• "I : : r 



^xK^exx Sexx 

dcxi ^ChX SCxi 

— ? 



e^-s, X-t «A-1, A— 1 



«A— 1, A-1 exx ^Xk 
hierin sind i und x von 1 bis i. zu nehmen; ist ;«>i; so fängt 



^XH^^HH 



die linke Seite von 7) mit dem Glied — '^^^— an. 

^K 1, X— 1 ^XH 

di2} ^13 • • • dm-1, m seien nun unbestimmte Grössen, und man 
bilde unter den Voraussetzungen 

dix+dxi^O, dii=l 
die Determinante 



flfjl ... CilXQ, 



= A 



dmi...rfmm 

dann sind bekanntlich*, wenn di^ die Adjuncte von din in Z) be- 
deutet, 

die allgemeinsten Lösungen der Gleichungen 4; hierbei sind die 
doppelten Vorzeichen so zu verstehen, dass in dem System 



* Baltzer, Determinanten, Seite 175. 
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8*) 



23n 



2d 



im 



D 



2<Jml 



D 



2(5 



mm 



D ' ' ' D 
die Elemente einer beliebigen Anzahl Zeilen (oder Colonnen) mit 
dem negativen Zeichen versehen werden dürfen, ohne dass das 
System dadurch aufhörte, den Gleichungen 4) zu genügen. Dem 
System 8*) entspricht bekanntlich der Werth +1 der Determi- 
nante ^db^ii • • • &mm« 

Hiermit ist nun die Lösung des Systemes 2) — also auch 
die Lösung der vorhin gestellten Aufgabe — auf die Lösung 
der Gleichungen 3) zurückgeführt. Zu diesem Zwecke multiplicire 
man die aus den letzteren sich ergebenden Gleichungen 



'vm 






l/em-l,m-lCmm6ym 



'mm^vm 



mit 



deu 56<+i.f+i 



Se 



mm 



SCii 



äCi-^-U 



de 



mi 



^i—l,i—l^ii ß«ß«+M+l «m-l,m— l^mm 

durch Summirung erhält man dann bei Beachtung der Identität 6) 

SCii ^^i-^U+l ^^mm 

9) ayi= / &W+,/ 6v,«-i-i+ • • • +n/i ::: — ^»'w? 

yei^l^i—ieii y^itet+M+l y^m— l,m-l^mm 

und dies sind die allgemeinsten Werthe der Coefficienten a der 
Gleichungen 1). 

Aus dem System 1) erhält man noch 

(»•) (1) (m) 

10) ^>('=giißx+ • . . ^gmißxy 
wo 






a 



11 



^im 



Ctroii • • • ömm 

ist, und axf^ die Adjuncte von «a^u in Ä bedeutet. Hieraus folgt 

n (i)(t,) 

aber, da ^«A«Ax=c«,, dass 
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Setzt man dann der Reihe nach ii = l,2 . . . w und löst das resul- 
tirende System nach den Grössen au . . . Omt ^uf? so erhält man 

oder bei Beachtung der Werthe 9) von «^i . . . arm und der letzten 
Identität 3*) 

^ 7^28 y«22633 l/«t-l,<-ie,t 

und dies sind die allgemeinsten Werthe der Coefficienten g. 

Die Gleichungen 9) und 11) geben dann und nur dann end- 
liche Werthe der Coefficienten a und gr, wenn die Diagonaldeter- 
minanten eg2> ^33 • • • 6mm vou Null Verschieden sind, oder, da sie 
keine negativen Werthe annehmen können, wenn sie sämmtlich 
grösser als Null sind; dies ist aber auch, wie wir im § 9 zeig- 
ten, die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die m gegebenen Elemente X ein m-faches Element wirklich be- 
stimmen: ist das demnach der Fall, so führen die Gleichungen 
9) und 11) stets zu endlichen reellen Werthen der Coefficienten 
a und g. 

Wir können nun unbeschadet der Allgemeinheit die Annahme 
machen, dass die der Untersuchung vorliegende m-fache Mannig- 
faltigkeit durch m .vom Punkte x^ ausgehende, orthogonale Li- 

(1) (m) 

nienelemente X . . . X bestimmt sei. Unter dieser Voraussetzung 

genügen die Richtungscosinus X^ eines beliebigen von x^ ausge- 
henden Linienelementes, das in dem gegebenen 7/i-fachen Element 
liegt, der Gleichung 

Q (1) (m) 

12) Ax=AxC0S9Pi-|- . . . -|-AxC0S9?mj 

wo (fy der Winkel ist, den A^ und A^ einschliessen. 

Für eine beliebige von x^ ausgehende geodätische Linie 
fanden wir 

13) ^=^ (cos *- cotg ©osin 0)+xl^^ ; 

soll dann diese Linie zu den die in Rede stehende m - fache 
Mannigfaltigkeit erzeugenden gehören, so müssen die Richtungs- 
cosinus Xl den Gleichungen 12) genügen. 

Eliminiit man nun aus 12) die Winkel q)y und aus den re- 

sultirenden Gleichungen mit Hülfe von 13) die Grössen Xl, so 
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erhält man 



14) 



Xa^ • • • Xaui Xajn-^l 
(1) (1) (1) 

Aa^ • • • Aam ^ro+i 



(m) (m) (m) 

Aa^ • • • Aam Aam+i 



=- - (coß *— cotg «P^sin*) 
Qo 



Xa^ • • • ^«m ^m+1 
(1) (1) (1) 

Aaj^ • • • Aam Aam+i 



(m) (m) (m) 

j Aa^ • • • Aam Aam+1 



(A« • • • m,m+l = — (cos *- cotg ö^sill*)!,?, . . . m.m+l) 

Qo 
wo Qj . . . Om+i eine beliebige Complexion von m+1 Gliedern der 

Reihe 1,2 ... n bedeutet. Dieses System ist aber bekanntlich 

äquivalent dem System 



14») 



il2 • • • m.m+l= ^(COS (P-COtgÖ^sin 0)Lii . . . m.m+1 

Qo 

il« • . . m,m+2 = -(e08 (P-COtg^Osin ^)Lit . . . m.m+» 

Qo 



A2 • • • m,n =~(COS <P— COtgö^sin ^)Lii . . . m, 

Qo 



nj 



dessen Gleichungen unabhängig von einander sind. Eliminirt man 

endlich aus diesen Gleichungen die Grösse — (cos ^— cotg 0® sin <P), 

Qo 

so erhält man n—m—1 homogene, lineare Gleichungen, nämlich 
die Gleichungen 



14^) 



Xa^ . . . Xa^ ^«m-f 1 
(1) (1) (1) 
Aaj • • . Aam Aam+l 

(m) (m) (m) 
Aai • • • Aam Aam-fi 




Xai • • • Xam Xax 
(1) (i) (1) 
Aai • • • Aam ^x 

. • . • 

(m) (m) (m) 
Aai • • • ^m ^K 



Xai • • • Xam 


Xam-\-l 





Xai ♦ • • Xam Xan 


(1) (1) 
Aa^ ... Aam 


(1) 
^m+l 




(1) (1) (1) 
Aai • • • ^m Aan 


(m) (m) 
Aai • • • ^m 


(m) 
^m+l 




(m) (m) (m) 
Aai • • • ^m ^H 



die offenbar der in Rede stehenden /n- fachen Mannigfaltigkeit 
angehören. Man kann sie auf die Form 
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(1) 
(m) 



(0 



(m) 



Xtti • 1 


' • «^cnn+l 


^01 X 











(1) 


(1) 


(1) 

hjLx 



=0 



(m) (m) (m) 

A-aj • • • ^m+1 ^x 

bringen, wo ;«=i»+2, m+3 . . . n zu setzen ist. Da die Linien- 

(1) (m) 

elemente X , .. X ein orthogonales System bilden^ so bestimmen 
sie ein r/z-faches Element: man kann es mithin immer so ein- 
richten, dass die erste Determinante von Null verschieden ist. 
Hieraus folgt endlich, dass die w— m— 1 Gleichungen 



15) 



Xa-i • • • *Ccim-|-l *^olh 



Xa\ ... Xaxn-^1 *^olh 

(1) (l) (1) 

^1 • • . ^m-f 1 ^x 



(m) (m) (m) 

Afli . • • Aam4-1 ^i 



=0 



Hi\ ... Aam-)-! 

den Gleichungen 14^) aequivalent sind, also der in Rede stehen- 
den m-fachen Mannigfaltigkeit angehören. 

Führt man den Werth des Winkels (9<>, der aus den Glei- 
chungen 17) und 18) des vorigen § sich ergiebt, in die Gleichung 
14) ein, so erhält man die letzte, (w—m)*« Gleichung der m- 
fachen Mannigfaltigkeit. Bezieht sich das Zeichen ^ auf die 

iU=(m) Combinationen m^^ Grades der Reihe 12...n, und be- 
zeichnet man die Determinanten der Gleichung 14) kurz mit Ly 

und Ly, so ist 

^yLr =^0— (-Z^^x^x) — . . . —{2»<x^X^ 

11 1 

A* 2 2 " ^^^ 2 n (m) g 

1 1 1 

f* ° ^ n (1) n ^(1) n (m) n ^(m) 

^'^ Ljy l^y = ^*<XxXx \,^^Xf(^H)\^***^H^x) ••• """ (^ "Ä/x A^Xä^** «^X ^xj) 

1111 11 

und die Gleichung 14) giebt 

14«) i;vL,L2=^ (cos *-cotg 0Ogin ^)2;vLV 

und 



Qo 



SO dass 



LyLy^ Ly^Lyj 
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11 1 

Statt 14) kann dann auch 14^) zur Elimination des Winkels 

0^ benutzt werden. 

Anscheinend stellen die n—m Gleichungen 14*), wenn das 

(1) (m) ^0 

Anfangselement (A . . . A) auf dem Element '^ senkrecht steht, 

sämmtliche Gleichungen der rn-fachen Mannigfaltigkeit vor; es ist 
aber hierbei zu beachten, dass in diesem Falle eine der Glei- 
chungen 14*) aus den übrigen abgeleitet werden kann. Multi- 

plicirt man nämlich diese Gleichungen bezw. mit a?m+i • • • ^n und 
addirt, so erhält man 

»Z?j • • • COfjn «Z^Q^-^1 *^m-\-l i" • • • "i »Z^n CCji 

(1) (1) (1) (1) 

^1 • • • ^m '^m-f 1 »^m+l "i • • • "pAn^n 



(m) (m) (m) ^ (m) ^ 



— COQ0 

Qo 






(1) 



(1) (1) 



(1) 



Aj . . . ^m^m-\-l*^m-\-X~T' • • • i ^n*^n 



(m) (m)(m) ^ (m) ^ 

^1 • • • ^m ^m+l •^m+l'r • • • "i ^ii»^ii 

und diese Gleichung giebt, indem man die bezw. mit x^ . . . x^ 
mnltiplicirten m ersten Colonnen der beiden Determinanten zur 
letzten addirt, da in Folge der Orthogonalität des (m+l)fachen 

/^<>(l) (m)\ ^^ii) 

Elementes l—X...k) £—X^=0 ist, 
\Qo I ^0 

— cosä> 

was oflfenbar eine Identität ist. Die (w— m)*® Gleichung einer 
solchen m-f achen Mannigfaltigkeit ist eine der zweiten Gleichungen 
17) des vorigen §. 

Für die sphärische Mannigfaltigkeit 



^a?;,ic2=( — cosä>J^2, 



iV^= 



1 






hat man z. B. die Gleichung 

izÜy sin * cotg 0^ = yiLl cos * - l/^o iv, 
und die ans 17) und 18) des vorigen §, wie wir später zeigen 
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i 

1 



werden, sich ergebende Gleichung 

}/i(l +2o)sin ^cotg ©<>= yi(l — ^o) ^^ *-* V^oCl -2) ; 
die in Rede stehende (w— r»)*® Gleichung ist also 

'^v(2^«a?xa?x+« -~ö )=Ly{x +Qo\ oder 

1 

1 1 

Für die Mannigfaltigkeit 

ist, wie ebenfalls später gezeigt werden soll, 
eotg ^(^-^-^ cotg eo+ (l-^o)(^-^o)-^a-2^,)Bin»4> ^^^ 

die (w—m)*® Gleichung ist also in diesem Falle 

n99 9 9 99 00 

Zfy {h Q ßo)=« Ly—2LyLv 2*^XmXm\ 

1 

ebenso findet man für die Mannigfaltigkeit ^^=1+^ 

In diesen Gleichungen kann man die Quadrate und Produkte der 

Grössen L und L^ auch mit dem Zeichen ^v versehen. 

1 

Liegt das vom Punkte x^ ausgehende Element der Linie 


X 

Ox^y das Element — , in dem gegebenen m-fachen Element, so 

Qo 
hat man 

T^ (1) Am) 

17) - = C08 en,+ . . . +C08 0m >l, 

^0 



^X) 



Xx 



iM) 



WO O^ der Winkel ist, den die Elemente — und X^ einschliessen. 

Macht man diese Substitution in 14), so erhält man die (n—m) 
von einander unabhängigen Gleichungen 



18) 



Xai • • • Xam Xax 
(1) (1) (I) 

Aai • • • Aam ^a« 



(m) (m) (m) 

^1 • • • ^m ^x 



=0, 



die offenbar die m-fache Mannigfaltigkeit vollständig bestimmen. 
Besitzt die w-facbe Mannigfaltigkeit — bezw. das der Unter- 
suchung vorliegende Stück — einen Nullpunkt, so befindet sich 
dieser Punkt auch in der m-fachen Mannigfaltigkeit 18); kommt 
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dazu noch, dass der Nullpunkt zum Anfangspunkte eines Riemann- 
sehen Coordinatensystemes dienen kann, so ist die Mannigfaltig- 
keit 18) identisch mit einer vom Nullpunkte ausgehenden, die 

(1) (m) 

dasselbe Anfangselement {X. . .X) besitzt, wir wollen sie deshalb 
eine tn-fache Nullmannigfaltigkeit nennen. 
In letzterem Falle müssen die Gleichungen 18) natürlich auch aus 
den Gleichungen 

1 M I 

einer Nulllinie, deren Anfangselement Xl ist, ableitbar sein. In 
der That gehen diese Gleichungen in 

+ . . . +COS (pm 



COS^?! 



Xai 


Xan 


(1) 
Xa^ 


(1) 

Xan 



(m) (nü 
Xax Xoh 



=0 



über, wenn A^ in dem vom Nullpunkte ausgehenden m-fachen 

(1) (m) 

Element {X..A) liegt, und durch Elimination von cos (Pi^ . > cos ^^m 
aus diesen Gleichungen erhält man die Gleichungen 18). 

Es ist noch zu bemerken, dass die Gleichungen 15) die 

/(l) (m)^2\ ('> (m)(m+l) 

(m+ l)-fache Nullmannigfaltigkeit I AJ . . . Ak — 1 aeq. (Ax . . . A« X^) dar- 
stellen, wo, wie wir gleich zeigen werden, 



X, 



(1) 



(m) 



19) 



(m+l) 



^0 



(Xn cos 0\+ . . . +^x cos ©m) 



{1 -(COS 20?+ . . . +COS 20^^)}"'* 
(1) (mXm+l) 

ist, und die Elemente X^ . - . X^^y X^ ein orthogonales System bilden. 
Wir fanden im § 11, Gleichung 20), für das Quadrat des 
Linienelementes den Ausdruck 



20) 



^=dr^'\-{P^-M^)de^ -{-M^Z-dXl . 



Soll nun dieses Element in der w-fachen Mannigfaltigkeit liegen, 
so muss 



21) 



(i) 



(m) 



^x=^K COS 9?i+ . . . H-Ax cos (fm 
. COS 0^=CO8 Ö? COS 9?i+ . . . +COS ©m COS q)m 

(y) 

sein, wo (fy der Winkel ist, den Xl und A«, ©J der Winkel, den 





Xx 

9o 



(y) 

und Xh einschliessen. 
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(1) (m) 

Unter den rechtwinkligen Systemen (/-*... //), die in dem 

(1) (m) 

gegebenen m- fachen Element (i . . . A) liegen, sind die besonders 
hervorzuheben, die so beschaffen sind, dassm— 1 ihrer Elemente 



auf dem Element -^ senkrecht stehen. Da der Ausdruck 20) 

Q 

bei Benutzung eines solchen Systemes eine besonders einfache 
Form annimmt, von der wir im Folgenden mehrfach Gebrauch 
zu machen haben, so sollen hier die allgemeinen Formeln für 
diese Systeme entwickelt werden. 

Vx sei ein beliebiges von x^ ausgehendes Linienelement, das 
nicht in dem gegebenen w^-fachen liegt, so dass die m+\ Ele- 

(1) (m) 

mente A« . . . A«, v^ ein (w+1) faches Element bestimmen. 

01 , ©2 • • • ®m sßißii die Richtungswinkel von Vh in dem m- 

(1) (m) (1) (m) 

fachen Element (A . . . A). Femer sei (ji. . . ju) ein anderes von 
x^ ausgehendes m-faches, orthogonales System, das in dem ge- 
gebenen m-fachen Element liegt; ©j, ©a . . . ©m seien die Winkel, 
die v^ mit diesen Elementen bildet. 

(1) (m) 

Da die Elemente jül in dem m-fachen Element {l . . . X) lie- 
gen, so ist 

/ (1) (1) (m) 

/^x=coS99ii Ax+ . . . +C0S9?imAx 
22) • 

(m) (1) (m) 

7ix = COS9?mlAx+ . . . +C0S9?mmAx, 

und der Orthogonalität beider Systeme wegen haben die Coeffi- 

(r)(8) 

cienten cos 9?rs = cos (// A) den Gleichungen 

m m 

23*) 2^v cos V<v = 1 , ^»' cos q)iv cos 9;,> = ; 

1 1 

m m 

23^) 2!" cos Vw = 1 , ^v cos 9?w cos 9?Wi = 

1 1 

zu gentigen. Aus 22) folgt nun: 

cos©! =C0S9?ii COS©i-h . . . +C0S9:>im cos©i 



24) 



'm 



C08@m = C0S9?iniC0S©i+ . . . +C0S<^minC0S ©m, 
C08©i =C0Sy5ii COS©i-|- . . . +C0S9?ml COS©m 

COS©m = COS<pimCOS©i-|- . . , -fCOSt^mmCOS ©m; 

9 
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und hieraus ergiebt sich mit Hülfe von 23^) 

24*) COS*öi+ . . . +COS*öm = COB^0i+ . . . H-C08*@m = C0S*a. 

(1) (m) 

COS ^a hat mithin für alle rechtwinkligen Systeme (/*... /i), die 
in dem gegebenen m-fachen Element liegen, denselben Werth; 
dasselbe gilt, da aus 22) und 24) folgt, dass 

(1) (m) (1) (m) 

25) /^kCOS@i+ . . . +/^xCOS0m = ^xCOS0i+ • • • H-AxCOSÖm 

ist, von der linken Seite dieser Gleichung. 

Wir wollen nun weiter zeigen, dass zwei und nur zwei von 

(m-hl) 

x^ ausgehende Elemente A« existiren, die in dem (?/i+l) fachen 

(1) (m) (1) (m) 

Element {X. . .Xv) liegen und auf dem m-fachcn Element {X.. .X) 

(m+l) 

senkrecht stehen. Für die Richtungscosinus X^ hat man nämlich 

(m+l) (1) <m) 

26) Xx=aiXx-{' . . . +ain^K+ÄVx. 

(1) 
Multiplicirt man dann diese Gleichung der Reihe nach mit X^j 

(2) (m+l) 

X^ . . . Xm und summirt jedes Mal in Bezug auf x, so erhält man 

% +acosöi =0 



' am+ötcos(9m=0 

acosÖni+i=l; 
und hieraus und aus 26) folgt: 

(1) (m) 

^"^■^"^^ Vx — (AxCOS0i+ . . . +^x C0S(9m)^ 

COS ©m+l 
(1) (m+l) 

Da nun, weil das System {X . . . X) orthogonal, 
27*) co820^+i=l-(co820i+ . . . +cos20m)=sin2a 

(1) (m) 

ist, und sin^a und {X^cos0^+ . . . +X^coü0m), wie eben gezeigt 

(1) (m) 

wurde, für alle rechtwinkligen Systeme {ju. . . jbt), die in dem ge- 
gebenen w-fachen Element liegen, dieselben Werthe besitzen, so 
geht aus 27) hervor, dass, in Übereinstimmung mit unserer Be- 

(m+l) 

hauptung, zwei Elemente X^ von den in Rede stehenden Eigen- 
schaften existiren, und dass das eine dieser Elemente die Ver- 
längerung des anderen über den Punkt a:^ hinaus ist. Für das 
eine dieser Elemente ißt 



TT ________ 

®m+l<ö 7 CÖS ©m+l = +ysin \ 
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für das andere 

2<^m+i<^, cos0in+i= — ysin^a, 

und für beide besitzt sin ©m+i den Werth +^008^0. 



Setzt man, beiläufig bemerkt, in 27) v^=--, so erhält man 
die Formel 19). 

(m+l) 

Denkt man sieh von x^ aus in dem Flächenelement {X v) nach 

(m+i) (m+l) 

der Seite von X^j nach der v^ Hegt, senkrecht zu X^ ein Linien- 
element fji^ gezogen, so ist 

(m+l) 

Vh=^x sin @m+i+^x cos ©m+l ; 
und hieraus und aus 27) folgt dann: 

(1) (m) 

oQx Xn COS 0. + . . . +2x cos ©m 

^O) JUh = '-^ . . 

sin ©m+l = +y cos ^a 
Dabei ist a der Winkel, den ju^ und v^ einschliessen. 

Wir wollen uns nun zu den vorhin erwähnten orthogonalen 

(1) (m) 

Systemen (/^ . . . /i) wenden, die so beschaflfen sind, dass das Ele- 

(2) (m) 

ment v^ auf m— 1 dieser Elemente, etwa auf // . . ./i, senkrecht 

steht und zuerst zeigen, dass für alle diese Systeme das Element 

(1) 

ju^ mit dem vorhin betrachteten Element ^„, oder mit dessen 

Verlängerung über den Punkt x^ hinaus zusammenfällt; d. h., 

dass 

/ (1) (m) 

(^> _ AxCOS ©1+ . . . +^K COS ©m 

29) ^""^ cosa 

,cosa=±}/cos2©i-f . . . +COS^©m 
ist. Zum Beweise dieser Behauptung braucht man nur in 24*) 
und 25) die aus der Annahme, dass y« auf denm— 1 Elementen 

(2) (m) -, TTf i- 

ju^ . . . jLt^ senkrecht stehen soll, sich ergebenden Werthe 

cos ©2=0, ... cos ©m=0 
einzusetzen; man bekommt nämlich auf diese Weise 

COS2©l = COS2a, C0S©i/4x = <ixC0S©i+ . . . +A«COS©m, 

dies ist aber die Gleichung 29). Aus der ersten Gleichung 22) 
folgt noch 
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30*) COS a = COS ©i cos 9^11+ • • • +C08 ©m cos (pim, 

(1) 
und a ist der Winkel, den das Element v^ mit ju^ bildet; jenach- 

dem man also das letztere Element mit dem Element //^ oder 
mit dessen Verlängerung über den Punkt x^ hinaus zusammen- 
fallen läset, hat man in 29) und 30*) cos a = ± y^cos ^ ©i + . . . + cos ^ ©m 
zu setzen. 

mfvn -l- 1 ^ 

Die Coefficienten co^qj^ty haben nun den — —-^- Glei- 
chungen 23*) und den m—l Gleichungen 

Ieos 02= cos ©1 cos <^2i+ . . . +COS 0m cos 9?2m=0 

cos 0ni = COS ©1 COS (pml+ • • • +COß ©m COS 9?mm = 

zu gentigen, so dass ^^ dieser Grössen unbestimmt 

bleiben, d. h. wie wir gleich zeigen werden, dass die Grössen 

cos (pf^y sich durch ^^ ^ unbestimmte Grössen ausdrücken 

lassen. 

Wie schon vorhin bemerkt wurde, genügt man den Glei- 
chungen 23*) in allgemeinster Weise, indem man setzt: 

31) C0S9?A^=±^', C0S9?AA=±-^ — J 

wo 

ist, und ßxfi die Adjuncte von &a^ in B bedeutet. Hierdurch neh- 
men die Gleichungen 30*) und 30), wenn vorläufig von den Mi- 
nuszeichen der Formeln 31) abgesehen wird, die Form an: 



32*) 



2^^cos0i+ . . . +^^cos eJ= cos ©i-f cosa 

2 j^^^ cos 01 -h . . . +^]^COS 0m( = COS ©g 



2i^*cos 01 -h . . . +^-cos0mj=cos 0^, 

oder die Form 

I2COS01 =(cosa-|-cos0i)-|-cos08 62i-|- . . . H-COS0m6mi 
2COS02 =(COSa-|-CO8 0i)6i2 + COS02+ . . . +COS0m6in2 
2cOS0m = (cOSa-|-COS0i)6im+COS02&2m+ ••• +COS0m. 
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Diese Gleichungen sind nicht unabhängig von einander, man 
kann nämlich eine beliebige aus den m— 1 übrigen ableiten, es 

bleiben also ^^ -^ der Grössen 6 unbestimmt. Wir wollen 

die Grössen 623 •• • &m-i, m wählen, zur Abkürzung 

33) cosa+cos0i=a 

setzen und die Adjuncte von Ci^ der Determinante 



Ai= 



1 623 •• • 62m 

— 623 1 • • • ftsm 

— &8m — &3m ... 1 



Cll 



• Cl, m— 1 



Cm— 1, 1 • • • Cm— 1, m— 1 



mit y,x bezeichnen; dann lägst sich leicht mit Hülfe der Glei- 
chungen 32) zeigen, dass B und die Grössen ßin die folgenden 
Werthe haben: 



aB =2cosa/?ii 
34) ^^^'" »-xt^n 



(UJO =^ 
a/Jix=cos0«/?i 

a^xl = COS0xAl — 2{cOS02yK_l,l + COS03 J'«_l,2+ . . . +COS0m}'x~l, m-l} 

aßi^ = (io&@^ßii+2comyi-i ^-i, 
wo also i und it grösser als 1 zu nehmen sind. Macht man 
endlich diese Substitution in 31), so erhält man die Grössen 

cos (p^y ausgedrückt durch die ^ — unbestimmte Grössen 

&23 • • • 6m— 1, m« 

Die CoeflScienten cos<^ih müssen natürlich, da das Element 

(1) 

jLtx, wie eben gezeigt wurde, eine Invariante des gegebenen w- 

CD (m) 

fachen Elementes (X. . .X) ist, von den Grössen b unabhängig sein : 
in der That folgt aus der zweiten Gleichung 34) 
Qrx cos 9^ 

ÖO) COSa?ix= • 

cosa 
Ein besonders einfaches System erhält man, indem man 

^23 = ^? ^24 = . . . 6m— l, m = 

setzt. Durch diese Substitution wird nämlich 

D 1 I T.2 , ,7,2 2cosa 

a 

COS0X ^ , COS0X 



a 



ßiK=—b\ih\H = 



COS0iCOS0x 



a 



a' 
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iSx« = l+6l2+ • • • +&1, x-i+^i, >«+i+ • • • +&lm== 

2acosa— co8*0x ^ . 



a' 



al80 



^ cosa 

cog Syt . cos*öx 

C08a>Ki=— ^ > C08a?xH = l — y 

^ cosa ^ acosa 

cos 0,- cos ©K . , .. I . 

cos<3?,x= j » und X grosser als 1. 

^ acosa ^ 

Was endlich die Minuszeichen in 31) betriflFt, die in der 
vorhin, Gleichung 8), angedeuteten Weise zu benutzen sind, so 
ist vor allen Dingen zu bemerken, dass diese Zeichen dann und 
nur dann zu entgegengesetzten Werthen der entsprechenden Coef- 
ficienten cos^^^v führen, wenn durch die entsprechende Substitu- 
tion die Gleichungen 32*) ungeändcrt bleiben. Dies ist nun nur 
dann der Fall, wenn die Zeichenvertauschungen mit beliebigen 
Reihen des Systemes 



1 = 



cos9?ii . . . cos9?iiii 



cos 99ml ... cos 99mm 



vorgenommen werden; und wenn, falls der Zeichenwechsel die 

(1) 
erste Reihe trifft, gleichzeitig statt des Elementes ju^^ das den 

Gleichungen 34) zu Grunde liegt, seine Verlängerung über x^ 

(1) 
hinaas genommen wird. Hält man hingegen das Element ^a^ der 

Gleichungen 34) fest, und setzt 

cos99ii = -(-^-.lj, cos99iK= — ^-? 

so hat man in 34), wie eine einfache Überlegung zeigt, statt 
cosa —cosa zu setzen, was zu ganz anderen Werthen für die 
Coefficienten cos 99^ v, a* und v grösser als 1, führt. 

Ähnliches gilt, wenn die in Rede stehenden Vertauschungen 
sich auf beliebige Colonnen des Systemes I beziehen. Trifft z. B. 
der Zeichenwechsel die ju^^ Colonne, so ist in 34) — cos 0^ statt 

(2) (m) 

COS 0^ zu setzen, wodurch ebenfalls Elemente //«... /i^ sich er- 
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geben, die von den aus den ungeänderten Gleichungen 34) resul- 
tirenden verschieden sind. 

Wir wollen nun zu dem Ausdruck 20) für das Quadrat des 

(1) (m) 

Lioienelementes der durch das w-fache Element (A . . . A) gege- 
benen m-fachen geodätischen Mannigfaltigkeit zurückkehren, und 
bei der Transformation dieses Ausdruckes ein beliebiges durch 

(1) (m) 

die Formeln 34) bestimmtes System fi...fi benutzen; dabei soll 



das Element v^ mit dem Element ~^ zusammenfallen. 

Unter diesen Voraussetzungen hat man 

f ^^^ ^"^^ 

3ß) 1 i.K=fJLH C0S9?i + . . . + Ux C0S9?m, 

l cos ©^ = cos a cos (p^y 
wo also (fi der Winkel ist, den die Elemente X^ und fi^ ein- 

schliessen, und a den Winkel bedeutet, den — ^ mit //« bildet. 

TZ 

a ist kleiner oder grösser als ^^ jenachdem das Element /n^ 

Gleichung 28), oder seine Verlängerung über den Punkt x^ hin- 

(1) 
aus als Element /j>^ genommen wird. Hierdurch nimmt 20) die 

Form an: 

m p2 Jifi 

37) d8^=dr^+M^2!r{dG0»<pyy-\ — r-^^eo&^a{doo&(pJ' 

Macht man endlich die bekannte Substitution 

cos 9?2 = sin 9?i cos ^^ 

cos 9?8 =sin 9?! sin W2 cos iPj 

cos 99in_i=sin <p^ sin ifg • • • sin 'f^m-2 cos !Pin-i 
, cos 9?in = sin 9?i sin !f^2 • • • ^^^ 'fm-2 sin S^m-i, 



k2 



38) 



so wird 

39) d8^=a^idr^+a22dq)l+aQsdWl+ . . . +ajnmdWly^i 



= «ll^yi+«22%2+^33%3 + . • . +Ctmmdym, 



wo 
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«44 = M* sin Vi sin * ?fj 



40) 



sin ^CL 
1 — cos^acos^^?! 
-. cos *a sin Vi 



1 — cos ^a cos Vi 
Um benrtheilen zu können^ ob ein vom Punkte x der m- 
fachen Mannigfaltigkeit ausgehendes Linienelement /^^ in dieser 
liegt, ist es nach dem Vorigen nöthig, die Lage eines Systemes 
von m Linienelementen zu kennen, die, in dem genannten Punkte 
anhebend, sämmtlich in das Gebiet der m-fachen Mannigfaltigkeit 
fallen und ein w-faches Element bestimmen. Ein solches System 
geben nun die eben benutzten Goordinaten an die Hand. Es ist 

(1) (m) 

dies nämlich das orthogonale System {dy . . . dy), das durch po- 
sitive Änderung je nur einer y-Goordinate entsteht. Bezeichnet 

(v) (x) 

man den Winkel, den die Elemente dy und ds einschliessen, mit 

(y) (x) 

{dyds), so hat man 

^ ^ \ ds /dyi= . . . =dyy-i=dyy^i= . . . =^^^=0, 

wo Ndx,=X,dr+{PL.-MÜ,)de^+MdJil 

ist, und ll und cos 0^ die Werthe 36) besitzen. 
Es ist mithin 

(h) 



41) 







co&{d(pids) = 






fa 



22 



* 



(1) . x2 



O^K _ Ax COS y 1 — ßl^ 

d(pi sin 9?i 



Fällt /Mx mit — zusammen, was, wie wir gleich sehen werden, immer 
Qo 

der Fall ist, wenn w = 7i wird, so hat man 

rs—=Lfty also GOB{dq)ids)=Lx» 
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41) 






cos (d S^jd«) 



üAx 



8 



sin 9?i sin W^ 



2 



(»«) 



co8(d?^yd«)=- 






sin 9!?i sin ifg • • • ^^^ '^^»'-1 



l 



Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
das Element /ix in diesem Element, also auch in der m-fachen 
Mannigfaltigkeit liegt, ist nun die, dass 

cosV^*')+cos*(;irf9?i)4-cos^(/id!f2)+ • • • +cos*(/-t(i!Pm-i) = l, 
oder, was dasselbe bedeutet, dass 

(«) (k) (k) 

/ix=cos(rfrd5)cosai+co8(d9?ids)cosa2-|- ... +cos(dffm-ici«)cosam 
ist, wo die Grössen cosa nur der Gleichung 

cos*ai+ . . . +cos*am=l 
zu genügen haben. 

Für den Punkt x^ gehen, nebenbei bemerkt, die Werthe41) 
über in: 

(><) ^ (>«) djii, (") 

cos(drd«)=Ax,co8(d9:)iCk)= ^ — . . . co8(d!fm-i«^)= 

^<P\ 



S¥^-i 



sinq^i sin W^... sin ifm-j 
Es ist noch zn bemerken, dass das vom Punkte x aosge- 

hende Element — im System (drd(pj^d¥2 . . d!Pm-i) die Rich- 
tungscosinus 



42) 



cos/ —dr j = cos 0, cos( —d(pi 1 = 
Psin© cosa sin 9?i 



j cos 



(?""')-» 



sin ©öyagj 

hat; dieses Element steht also auf den (m — 2) Elementen 
(diP^ • • • d!fm_i) senkrecht. 
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Man kann die y-Coordinaten auch dann anwenden, wenn es 

sich um ein von x^ ausgehendes n-faches Element, d. h. um die 

n-fache Mannigfaltigkeit selbst handelt. In diesem Falle fallt 

(1) if.« 

das Element u^ mit dem Element "- zusammen, so dass a=0 

Qo 
und 9?j = öo, also 

43) a„ = P»,a35=iV^V8in«*,a44=iV2ö«0in«d>sin«!F8 . . . amm= 

iV«^»sin«<P8in«!F2 . . . sin«!?«-« 

(1) (n) 

ist. Lässt man dann noch das System {da .. . ds) mit dem Sy- 



(1) (n) 

stem {ju. , . fi) zusammenfallen, so wird 
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Anfangselemente auf der Nulllinie Ö^ senkrecht 

stehen. 



(1) (m) 



Das Anfangselement (ja. . ./j) soll also auf der Nulllinie Ox^ 
senkrecht stehen. Wir fanden im vorigen § für das Linienele- 
ment ds einer solchen Mannigfaltigkeit 

1) d8^=dr^+NY&m''02:-d2ly 

1 

Q (1) (m) 

WO 2« = COS9Px, L=^JI^hZi+ . . . +iW«2?m- 

Wir wollen nun die neuen Goordinaten 

dr 



/: 



Nq sin $ 

2) yH=re Zh 

einführen, wo y eine willkürliche Constante (Länge) bedeuten soll. 
Macht man diese Substitution in 1) so erhält man 

3) ds'^'^^Z-dyl, m'=^ ^ , , 

d^ Nq 



dr r^ 

N()sm0 J si 



mn^NoQo 

4) Qi=^y^ =yß 

Da Nq und sin in diesem Falle reine Functionen von r sind, 
so giebt 4) r (oder $) als Function von q^, die Mannigfaltigkeit 
3) ist also eine iV-Mannigfaltigkeit. 
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Kann der Winkel ^ Werthe annehmen, die grösser als n 
sind, und bezeichnet man den mit Hülfe der Formeln des § 13 
ermittelbaren Werth von ^, der dem Werthe ^^im entspricht, 
mit Qfj,n) so schneiden sich sämmtliche erzengenden Linien in den 
Punkten 



die m- fache Mannigfaltigkeit besteht in diesem Falle aus v 
Stücken, für die die Punkte 5), wie wir gleich zeigen werden, 
entweder Nullpunkte oder Punkte mit unendlich grossen Coordi- 
naten sind. Dabei ist die Anzahl v endlich oder unendlich gross, 
jenachdem der grösste Werth von ^ endlich oder unendlich 
gross ist. 

Ist ferner der Punkt x^ der einzige ausgezeichnete Punkt 
der erzeugenden Linien, so haben die v Stücke ausser den Punk- 
ten 5) keine Punkte mit einander gemein; besitzen hingegen 
diese Linien Maximal- und Minimalpunkte, so schneiden sich im 
Allgemeinen gewisse Stückpaare in Punkten, die eine m— 1-fache 
Mannigfaltigkeit bilden, in den Punkten nämlich, in denen die 
erzeugenden Linien sich selbst schneiden. 

Das /i*® Stück der in Rede stehenden m-fachen Mannigfal- 
tigkeit entspricht Werthen von ^, die zwischen (//— l)jr und /ijr 
liegen. Um nun die Bedeutung der Punkte 5) zu ermitteln, 
wollen wir das /i*® und (/i+1)*® Stück betrachten. Für jenes 
setzen wir <P=/ijr— (P^, wodurch, wenn Nq und sin4>i nach 
Potenzen von ^^ entwickelt werden, 

(-iriog*j+iog^ 

wird, wo 

(-irpo^i+&i^+..-( 

eine endliche, positive Grösse ist. Man hat also 

Ist dann ii eine gerade Zahl, so wird für ein unendlich 
kleines ^^ 
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der Punkt 5) ist also für das //** Stück, wenn // gerade ist, der 
Nnllpunkt, er kann aber nnr dann zum Anfangspunkte eines Kie- 
mannschen Coordinatensystemes dienen, wenn 

6=1, d. h. {NQ)^=^f,„==NoQ^i. 
Ist femer // ungerade, so hat man für ein unendlich kleines ^^ 

der Punkt 5) ist also für das //*^ Stück, wenn /ul ungerade ist, 
ein im Endlichen gelegener Punkt mit unendlich grossen Coor- 
dinaten, der aber ebenfalls als Anfangspunkt eines Riemann- 
sehen Coordinatensystemes nur dann dienen kann, wenn{NQ)^^fijt= 
NqQq, was natürlich im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

Setzt man endlich für das (ju+l)^ Stück $=/t7r+<Pi, so 
zeigt eine der vorigen ganz ähnliche Rechnung, dass der Punkt 5) 
für die beiden in Rede stehenden Stücke dieselbe Bedeutung hat. 

Zur Bestimmung des Krümmungsmasses K einer solchen m- 
fachen geodätischen Mannigfaltigkeit wollen wir die Formeln 5) 
des § 10 benutzen. Da 

^^ _ sn ^^^1 _ cn diVg sin <P 
dQi~~ ^ dg^ "" dr 

so nimmt diese Formel im vorliegenden Falle die Form an: 



d W(o sin ^ 



f dWg sin ^ 



6) K= 



dr 



2 



iVjosin ^ 

Setzt man dann 

jrrd^N NdN 
dg^ Q dg 



fcos^S^ 



dr^ 



1 



4 



-( 



dNg »in ^y 



dr 



) 



Ng sin ^ ' NY»^^^^ 



(f)"-- 



m 



e]/NY-NtQl 



Nq 



cos 



^^dW NdN „ 
dg^ g dg 

N»Q dQ 8"*-/*' 



i 



= Y, 



so wird 



7) 



K. 






+«, 



X-Y\\- ^„„ „»^ ^sin^y? 



Ä=- 



N^Q 



i 



^ ist, wie wir später zeigen werden, das KrUmmnngsmass 
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der 7>-fachen Mannigfaltigkeit im Punkte x und in der Flächen- 
richtung {ds'ds")^ auf die K sich bezieht. Denkt man sich zu dem 
Flächenelement {ds'ds") die Normale n gezogen, die in dem 
3-fachen Element (ds^ds^'X^) liegt, wo i^ das von x ausgehende 

Element der erzeugenden Linie x^x bedeutet, so ist W der Win- 
kel, den die Elemente n und X^ einsch Hessen. 

Ist Qq eine Wurzel der Gleichung -^=0, so sind die er- 
zeugenden Linien lauter Linien ^=const.=^o' ^^ diesem Falle 
hat man 

o, , * ^ 2iVr,,,cos^| j 



H 



^1 



,i 



j 



r 

so dass die in Rede stehende m-fache Mannigfaltigkeit eine sphä- 
rische ist, und, wie aus der zweiten Formel 8) (und selbstver- 
ständlich auch aus 7) ) folgt, das constante Krümmungsmass ^ 

besitzt. Sie besteht nur aus einem Stücke, der Punkt xl ist ihr 

Nullpunkt, der Punkt —x^ ihr Punkt mit unendlich grossen Co- 
ordinaten, und beide Punkte können zu Anfangspunkten Rie- 
mannscher Coordinatensysteme dienen. 

Wir wollen nun wieder zu dem allgemeinen Fall zurück- 
kehren. Für jede erzeugende Linie hat man 

9) a^,=gpieos<P+ ^^y^+ ' ' ' +^''^'" sin <P 

Diese Gleichungen drücken die a;-Coordinaten durch die y-Coor- 
dinaten aus; q und findet man mit Hülfe der Gleichung 4). 

(y) 

Multiplicirt man ferner die Gleichung 9) mit ju^ und sum- 
mirt, so ergiebt sich 

n (v) 

und dies ist der Ausdruck für die y in den x. 

Von einem Punkte y (x) der w- fachen Mannigfaltigkeit 
gehen zwei mehrfache Elemente aus, die uns hier besonders in- 

(1) (n) 

teressiren: das w-fache Element {ds...ds\ das durch positive 
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Änderung je nur einer o^-Coordinate, und das m - fache Element 

(1) (m) 

(ds . . , ds), das durch positive Änderung je nur einer y-Coordi- 
y y 

nate entsteht. Ein vom Punkte x ausgehendes Linienelement ds^ 
das in dem m-fachen Element liegt^ hat in diesem die fiichtungs- 
cosinus 



in ^ _SWyv_ dy 



ds 



Jlf'dyf, 



1 

Das von demselben Punkte ausgehende Element X^ der erzeu- 
genden Linie x^x hat als Element einer Nulllinie der w-fachen 
Mannigfaltigkeit in dem m-fachen Element die Richtungscosinus 

— : bezeichnet man desshalb den Winkel, den X^ und ds ein- 

schliessen, mit o^ so ist 

12) co8a=l.?^=5«^=^. 

1 Q^ds ds ds 

Zur Auffindung der Richtungscosinus v^ von ds in dem n- 
fachen Element hat man die Gleichung 19) § 11 zu benutzen^ 
die in diesem Falle, da d0^=O ist, die Form 

Ndxn =Xi,dr+NQsm ^dXl 
annimmt, wo 

13) X^=X^An{0+9)+ — cos($+0), QiX^^jLc^y^^ . . • +/i«yin, 

, iVpsin^- 
dr=—^ do. 

Qi 
ist, oder die Form 

^A^ ATW iVjOSin^E, , S^"^ ,yy(^ ^0\l 

14) Ndxy,=-~ 2^dyAfJiH+^\XH—X^yr^ 

und für ds^ hat man den Ausdruck 3). Hieraus folgt nun, dass 



15) v^ = 



ist. Die Elemente des w- fachen Elementes haben demnach in 
dem w-fachen Element die Richtungscosinus 

16) GoM8ds) = u^+- -[X^—Xj* 

y Qi 

(") . 

Multiplicirt man endlich 15) mit ju^ und summirt m Bezug 

auf X, 80 erhält man 
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17) 



n (v) 



v^ = ^x^^t?K +{ 1 — sin ( <P+ 0) } COS a ^« 
Als Beispiel möge die sphärische Mannigfaltigkeit 



1+2 X 



dienen. Wir werden später zeigen, dass für diese, wenn 
©0=1 ist, 



18) 



l+«0-(l-2o)C082- 

z=- -, tg<P=^t^tg2-; 



l+2o+(l— 2o)C08 2 



18») 



Yz sin 



{l+Zo)sm— 

7C 



l+2?o+(l~-2o)cos2 



;< 



yico8 4>= 



2]/i^cos2 - 



l+2^o+(l-^o)cos2- 



j/^sin 0= 



2|/i^ 



l+^o+(l-2o)cos2- 



(1— 2o)wn2- 
yicos0= 



l+Zo+{l-Zo)(^o&2 



X 



wird; und dass n der grösste Werth ist, den ^ annehmen kann, 
dass also die in Rede stehenden m-fachen Mannigfaltigkeiten aus 
einem Stücke bestehen. Aus 18) folgt ferner fast unmittelbar, 
dass {Nq)^=„=NqQq ist, der Punkt mit unendlich grossen Coor- 
dinaten kann also in diesem Falle als Anfangspunkt Rie mann- 
scher Coordinatensysteme dienen. 
Man hat nun 



, 2r 
sin- 

N^/zmi $=:r^sin <P=— ^; 
^ \-\-z 2 



,-jß.. 



also 
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J Net 



dr , . r 



SO dasB 






und, da -<ö> 



Qi 



io\ . r y r 1 

19) 8in-= — jz=L^zz=ry cos-= 



Hieraus folgt dann 



^ iVjo8in<P X 1 

yC = r- =-• r? 

^ ^ 1+4 

die in Rede stehenden m-faclien Mannigfaltigkeiten sind also sphä- 

4 
rische von dem Krtlmmungsmass — der w-fachen. 

X 

Mit Hülfe der Formeln 18) und 19) erhält man endlich 

■|/2;8in$= — ^? l/ico8$=^ ^^ \^\ 

)/2sin0= ^^ ^-s yicöS0= \\ 

8m(*+0)= ^, co8(4>+0)= f. 
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§. 18. Krflinmangsmass einer m-fachen geodätischen 

Mannigfaltigkeit. 

Vor allen Dingen wird es sich um Berechnung der Summe 
1 ) W=2 Tabgh Tab Tgh , Yxf, = dy\ dy^ — dyldy^ * 

abgh 

handeln y wo ds' und ds" zwei vom Punkte x der w-fachen Mannig- 
faltigkeit ausgehende Linienelemente sind; auf die sich das Krüm- 
mungsmass beziehen soll. W ist eine quadratische Form der 

/i=— ^^-^ — - Grössen Y^^ . , , i^m-i. m« In jedem Zeigercomplex 

ist 6>a, h>g und g>a. Die Form besitzt im Allgemeinen 

9 ~ Glieder, von denen die nicht quadratischen doppelt zu 

nehmen sind. 

Bedeuten ahgh vier von einander verschiedene Zahlen, so 
kann man die CoeflScienten T in folgende Gruppen eintheilen : 

Tabab, ^ g^ Glieder, h>a\ 

^ m(m— l)(m— 2) ^,. , r^ ,.^ 
Tabah, — ^ — 2"^^ Glieder, h>h>a\ 

rr, mim—V){m—2) ^,. , , 

Tabgb, -^ — 2"3 Glieder, h>g>a\ 

Tabbh, -^ — YY~ — Glieder, h>b>a; 

Tabgh, -^^ 2 4^ Glieder, Ä>gr, b>a, g>a. 

In unserem Falle nun, d. h. wenn der Ausdruck für das 
Quadrat des Linienelementes die Form 39) des § 14 besitzt, 
verschwinden die CoeflScienten der letzten Gruppe, und der all- 
gemeine Ausdruck für Tabgh geht, da (T=aua22 . . . amm, -^cd 

=0, ^,,^ ^11^«« ' " "^-"^"^ ist, über in 



a 



cc 



2) 



^^^^~^yh^yh iy^^yg ^^b%g hf^^yh 

I 1 ^'« /cag/abh /cah/ebg 

+i2,^ — - — -J 

1 «cc 



* Siehe § 10. 

10 
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man hat also 



3) 



Äaaa^öbb 



^^aaa . S^a 



rp ~ *^»a I 

J- abab — ~'Z~9 T 



•^abgb — 



_ _L ^^^J!:!^ ^^bb . ./^flbbV/ 
flbb(%b 5yb \^ya/^ 

«, ^^ötaa 1 ^fitaa^öTaa 1 ^^aa ^Äbb 1 ^Ähh ^^aa 

ö^b^yh 2aaa^yb ^.Vh 2abb ^yb ^yh 2ahh %b %h 

Ö*abb 1 ^Äbb ^öbb 1 ^öbb ^Äaa 1 ^ötbb ^%g 

^ya^yg 2abb ^ya ^^R 2aaa ^Ja ^^g 2a,yg ^yg %a 
rp ^^^b b ■ ^_^?bb^flfbb , 1 ^«bb^^aa , 1 ^abb ^<^hh 

äya^yh 2abb ^ya %h 2aaa ^ya ^yh 2ahh 5yh ^J^a^ 

wo die Koefficienten a die Werthe 40) des § 14 besitzen. Da 

in den Gleichungen 40) nur die Quadrate der Grössen a, &, My P 

vorkommen, so kann man die Vorzeichen dieser Grössen selbst 

beliebig wählen; wir wollen im Folgenden darcbgehends setzen: 

-- iVjosin<& _ -_ ^. ^_ ^ö<P 

sin0Q ' ^"=^0^0 cos O^Nq cos 0^, 

sina _ cosasina?, dS^ 



4) 



y 1 - cos «a cos Vi = sin 0«' sin ©<> d^^i 

Da nun mit Ausnahme von «22 ^^ ^^^ yA . . . ym unabhängig 
ist, so geben die Gleichungen 3) 

rp _^^abb 1 /^abb\^ 01/ — ^y«bb 

rp o^/-— ^V^bb , i^«22^^bb 1 ^«22 ^^bb 

-t2b2b='^yabb ;j 2 — h4^:ä 5 5 — ^ — 

%j_ %i %i 2a22 ^y» ^y» 

TT Oi/T"^y^_L.iV ^ ^«aa^«bb 

öyl 1 öcc ^yc ^yo 

^abah = ^abbh = 

rp ^^^bb 1 ^öfbb^fltbb 1 ^flbb^ögg 

*^»^~öya5yg 2abb ^ya ^yg 2agg dyg Sy^ 

In diesen Gleichungen kann das Vorzeichen von }/äbb be- 
liebig gewählt werden ; wir wollen unter ^a^^ die positive Wurzel 
aus «22 verstehen und für 6>2 

yabb=^sin 9^1 sin ^2 • • • sin Vb-2 
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setzen. Eine etwas amständliehe Rechnung ergiebt dann ferner 
aus 5) 

2iMv=-2a^Äi3(v>2) 

6) < -Tiv 2v = — 2a22 ^rv {^29 I ^28/ 

■* ^V|4V = ^(^fl/l ^V («V34 + -L34J 

,2lv2v = — 2y «22 ^»'»'("■"1-^13 2») ) 



6») 



^12 



WO 

_ iybP- ßaM)* _(ybP-ßaM) d bP 

sin», I-'^ — ^^ cos«' 5-^^r=^8m<P[) 

_8inaeo89'i ,_ r ivg gg N^q ) 

«^ X— coavf,.!' 

aW«8in«0 , . ,^ , , 6«P«8m«0 
eo8Viit= » cos Vi»=8m*cy, co8Vjs=1 » 

cos V84=l> 

-, bP»in cos Y 

und Z und Y die Werthe 6*) des vorigen § besitzen. 

Sind dsi und d82 zwei vom Punkte x ausgehende in der 
m-fachen Mannigfaltigkeit gelegene Linienelemente, und denkt 

man sieh in dem 3-fachen Element ( ds^ ds^ ** ) zu dem Flächen- 
element (d«i ^^2) die Nonnale N gezogen, die auf der Seite des 
letzteren liegt, auf der das Element — sich befindet, so soll der 

' ^ Q 

riß 

Winkel, den j^ mit — bildet, mit \v bezeichnet werden. Femer 

Q 

wollen wir ein von x ausgehendes Linienelement, das in dem 
(m— 2) fachen Element {dxp^ . . . dyjm-x) liegt, mit dxp' (oder d\p") 
bezeichnen. Unter diesen Voraussetzungen sind dann die Winkel 
V^i2> V'isj ¥^287 V^34 bezw. zu den Flächenelementen {drdq)^, {drdy/\ 
{dq)id\p')j (dtp' dtp") gehörig. Hieraus folgt nun, dass die Grössen 

* Die übrigen CoeflScienten von der Form Tabgb verschwinden. 
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^i^ die Krümmungsmasse der n-fachen Mannigfaltigkeit im Punkte 
X für die folgenden Flächenrichtungen bedeuten: 
S)i2 für (drd(p^\ Sl^s f^r {drdxp'), k^^ für {di^j^ dxp'), ^34 für {dtp'dy;"). 
Für das Flächenelement (drdtpi) ist, wenn (M) den abso- 
luten Werth von M bedeutet, 

a(M) sin S 

008^^18 = 7—— • 

Projicirt man dann das Element — auf das Element {Ndq)^\ 

nennt den Winkel, den diese Projection mit N bildet, u und zählt 

u nach der Seite von A", nach der d(p^ liegt, so ist 

(x^ \ ftPsin S 
cos 1/^12 =si^ 0CO8W, cos (- ** d(p^ ) = . — -=sin ©sinw, 



man hat also 




6P 


7) 


tg«= 


~a(JW") 



Das Krümmungsmass der w-fachen Maunigfaltigkeit soll sich 

nun auf das vom Punkte x ausgehende Flächenelement {ds'ds") 

beziehen. Wir setzen 

^ 

Zxfi = iaxx af,^ldy[ dyl — dyl dy^^ = ^axk «/./« Yx^ty -. ^-^ = cos (V) 

M 2i2ixu 

und bezeichnen den Winkel, den die Elemente ds' und ds" ein- 
schliessen, mit i9, dann ist 

2:Zlu = ds'Hs'Hm ^&, cos (k/j) = :rrf i"^— d^ -^ ^^s «(V) = 1 . 
% ' ^ ^ ^' ds ds smd' Xfi 

Ferner mögen die Richtungscosinus der beiden Elemente ds 

(1) (m) 

und ds" in dem m fachen Element ißy ... dy)'^{dr dcp^dy)^ ... dv'm-i) 
mit a'x und al bezeichnet werden, so dass 



'''-~d7~' "''""T/'" ' cos CA// j- gj^^ 



Endlich sollen zur Abkürzung noch die folgenden Bezeich- 
nungen eingeführt werden: 



//^ .^ I II 



8) 



77 % 2/1 \ «i^+ai^— äaioicos^? 

U^^y COS%lv) = ^-r^ 

1 sm^i? 

T7 S a/o N «2 +«2 — 2a2a2COSi^ 
T sm ^1? 



II. II II . I II . II I 



Vir ^ 0^0/1 ^«^«/o^ «i«2+Qi q2-'(qiq2+«i«2)eos ^ 
Tr=2:»' cos (Ir) cos (2v) = ^r^^^^^ 
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Zwischen den Grössen cos (12), f7, F, TT besteht, beiläufig 
bemerkt; die Relation 

Wir sind nun im Stande, den Ausdruck für das in Rede 
stehende Krümraungsmass 

j^ abyh 



X/x 

ZU bilden. Eine einfache Rechnung zeigt nämlich, dass 

^=co8»(12){^i2+A2} + {cos2(13)+ . . . +co82(lm)}^i, 
+ {cos 2(23)+ . . . +COS 2(2m)l {^23+^^23/ + 

(cos 2(34)+ . . . +COS \m-l,m)}[^^^+Ls^} 
+2{cos(13)co8(23)+...+cos(lr/2)cos(2m)} {6+1,1323}, 
oder, da 

^"'la '^13 *^23"r^34^^^J 

10) K=^+(ios \12){L,,-L,,+L,,}- UL,^+ F(L„-L,4) 

"r ^^841^ W^Li3 23f 
WO 

11) ^= f7(^i3-^34)+ n^23-^34)+^34+2m?=-^::^'^, 

iiiLN -8 TT «iQ 1 Tr^^^^si"^® ,,„^6Psin0cosö 
1 1*) sm V= C^cos 20+ V 2 W— j=^r=: • 

Bezeichnet man die Richtungscosinus der Elemente ds' und 
c?«" in der w-fachen Mannigfaltigkeit, d. h. in dem von x aus- 

gebenden n-fachen Element {ds . . . ds), mit h und Zx, so ist, da 
diese beiden Elemente in dem w-fachen Element {d(pi dy}^ . . . 
dtpm-i) liegen, 

l^=zai cos {dr ds) + 02 cos {dip^ ds) + as cos (dxp^ d8)-\-» . . • 

(«) 
+ Om cos (dt/;in-i ds) 

4=aiCOs(rfrd.9)+aj}COs(d99ids)+a3COs(dv'2d^)+ • • • 

+ain cos (dv^m-1 ^)» 
Bezeichnet man ferner die Winkel, die die Elemente ds' und 

ds" mit dem Element - bilden, mit e' und e'\ so ist in Folge 

Q . 
der Formel 42), § 14 und der letzten Gleichungen 
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, ^ ^xy ' iQ ' ftPsinö 
cose =^H- rK=aiC08t^— as- 7^ - 

// 2, ^x," « ^ //ftPsinö 
cose =^x— ZK=aiC08e^— ag — 7=^^-? 

und hieraus folgt: 

cos *e' + cos V — 2 cos e' cos e" cos # 

SS«!! _- l • 



^ sm ^ 

mithin ist, wie vorhin gezeigt wurde, xp der Winkel, den die 
Noimale des Flächenelementes {ds'ds'), die mit diesem und dem 

Element -~ in demselben Machen Element liegt, und das Ele- 
Q 

ment — einschliessen : Sl ist demnach das Krümmungsmass der 
Q 

n-fachen Mannigfaltigkeit im Punkte x für die Flächenrichtung 
{dsds'). 

Die geometrische Bedeutung der Grössen f7, F, W lässt 
sich leicht in folgender Weise ermitteln. Unbeschadet der All- 
gemeinheit können wir annehmen, dass die Elemente ds und ds" 

TZ 

senkrecht auf einander stehen, d. h., dass tl^=5; also 

U=ai +«1 ; V=a2 +02 , TF=aia2+aia2 
ißt. Wir wollen nun zwei Normalen N^ und N^ des Elementes 
(dsds') betrachten: N^ soll in dem 3-fachen Element ((i«'d«"dr), 
^2 in dem 3-fachen Element (ds'ds"d(pi) liegen. Man hat dann 
für ein von x ausgehendes Element t^ — t^t sollen die Richtungs- 

(1) (m) 

Cosinus dieses Elementes in dem m-fachen Element {dy . . . dy) 
bedeuten — das in dem 3-fachen Element {ds'ds^N^ liegt, 

/ // (**) 

tx = ötx cos (tx ds') + Ok cos {tx ds") + cos {dy N^ ) cos {t^ N^ ), 

und diese Gleichung giebt, wenn man tn mit dr zusammenfallen 

lässt, 

\=ai +ai +COS *(driVi) 

0=aia«+aiax+cos(drA^i)cos(dy-Ä^i); 
ebenso findet man 

1=02 +«2 + COS ^(^9^1 iV2) 

Q=aia^'\-a2a^-{-Q.o^{d(p^N^Q,o^{dyN^. 



Hieraus folgt aber fast unmittelbar 
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/ C7=sm ^(drN^) , F=8in \d(pi N^) , 

12) I —W=co&{drNj)eoB{d(pj^Ni)=coQ{drN2)QOB{d(piN2)= 

l cos (drN^) cos {d(p^ N^) cos (iVi N^), 

wodurch die geometrische Bedeutung der Grössen f7, V, W be- 
stimmt ist. 

Fällt das Element {ds da'*) mit einem der vorhin erwähnten 
Flächenelement zusammen, so vereinfacht sich der Ausdruck für 
das Krümmungsmass K wesentlich. K hat nämlich für diese 
Elemente folgende Werthe: 

für(drd9Pi)fi*i2+A2» für (drdv'') ^is? für (rf9?idv^') Ägg+i^j, 

für(dv''dv^")®34+i34. 
Femer nimmt K für jede Flächenrichtung eine sehr einfache 

0) 

Form an, wenn die Nulllinie Oa?^ auf dem Element /^,<, d.h. auf 
dem Anfangselement der m-fachen Mannigfaltigkeit senkrecht 

7t 

steht, wenn also a=^ ilst. In diesem Falle hat man 

Li2 = As 23 = ^} L,%Z — ^U ~ 



13) 



^^^^sin*4>sin^9?i 
so dass 

^=«+^ ^ — ^» , . J' ^' — -a-ü), 

Ist ausserdem noch qq eine Wurzel der Gleichung — — ^=0, 

so gehören sämmtliche geodätischen Linien, die die m-facfae 
Mannigfaltigkeit bilden, zu den Linien ^=con8t.=^0 7 ^^^ hat 

daher für jeden ihrer Punkte ^=^0? ~T ^^> wodurch 13) über- 
geht in: 

^^ ot^o 

Zu demselben Resultat gelangten wir im vorigen § auf an- 
derem Wege; die Grösse sinV der Gleichung 7) des genannten 
§ fällt mit U zusammen. 

Für die Punkte der beiden erzeugenden Linien endlich, deren 

(1) (1) 

Anfangselemente /^x und —ju^ sind, für die also (pi=0 oder =ji 
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ist, hat man ebenfalls 

also 

14) K=^+L,.ii-Ü), L^A^^^f^^^m 

wo in dem Aasdruck für L^^ das obere oder untere Zeicben zu 

(1) (1) 

nehmen ist, jenachdem /i^ oder —ju^ das Anfangselement der in 

Rede stehenden Linie ist. 

Zu den beiden letzten Fällen bleibt noch zu bemerken übrig, 
dass für m=2, d. h. in einer geodätischen Fläche Z7=l*, also 
in beiden Fällen, wie wir schon im § 12 fanden, Ä'=£ wird. 

Wir wollen nun die Bedingungen aufsuchen, unter denen 
das Krttmmungsmass der 77i-fachen Mannigfaltigkeit zugleich Krüm- 
mungsmass der n-fachen Mannigfaltigkeit, d. h. JC=ffi ist. 

K kann offenbar nur dann für jede Flächenrichtung mit ^ 
zusammenfallen, wenn £34=0, oder, was dasselbe bedeutet, wenn 
ybP—ßaM=0 ist. Findet diese Gleichung wirklich statt, so ist 

Ä'=^+cos2(12)Li2- ^ ^^d ^ fallen mithin dann und nur 
dann zusammen, wenn gleichzeitig 

ii2 = ™d ybP-'ßaM=0. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für das Ver- 
schwinden von ii2 ist aber, wie wir im § 12 fanden, die, dass 

15) -^=-lV2' 

und dieser Werth von N befriedigt die letzte Gleichung, die bei- 
den in Bede stehenden Krümmungsmasse fallen also dann und 
nur dann zusammen, wenn N den Werth 15) hat. 

Für m=n müssen natürlich iTund ^ unter allen Umständen 
zusammenfallen. In der That ist in diesem Falle a=0, also a=0 
und 7=0, so dass die Grössen L verschwinden; hieraus folgt 
aber fast unmittelbar, dass K=^ ist. Dasselbe gilt für eine m- 
fache Nullmannigfaltigkeit. 

Endlich ist noch zu bemerken, dass im Punkte x^ die Coef- 
ficienten L ebenfalls verschwinden, also K=^ ist. Dass (^^12)^0=^ 

*) In einer geodätischen Fläche ist U=V=\, pr=0, also, in Über- 
einstimmung mit 4) § 12, ^=St+Xi2' 
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ist, zeigt, wenn man nach der bekannten Regel verfährt, eine 
einfache Rechnung; aus der Entwickelung des Ausdruckes ybP— 
ßaM nach Potenzen von ^— ^q=^ geht ferner hervor, dass er 
von der dritten Ordnung unendlich klein ist, was das Verschwin- 
den von Zr34 und ii823 zur Folge hat; eine etwas umständliche 
Rechnung zeigt endlich, dass in dem Ausdrucke 



_ybP-ßaM 

"^28 — 



,aM-^ hP 



S(p^ d(p^ ßaM I 

dessen erster Factor für ^=^0 endlich bleibt, der zweite Factor 
mit '& verschwindet, dasselbe gilt also auch, was noch zu be- 
weisen übrig blieb, von dem Coefficienten L^^. 

Zum Schluss möge hier noch ohne Beweis der folgende Satz 
angeführt werden, der sich auf das w-fache Element {drcUp^dtf^ 
• . - ^V^m-i) bezieht: 

Bezeichnet man die vom Punkte x^ ausgehenden m ortho- 
gonalen Elemente 41*) des § 14 mit 

dr^kfty d(pi, dtpv, 

O' 



und ist X ein Punkt der geodätischen Linie x^x, die das An- 
fangselement kl besitzt, so sind 
16) (k^dcpi) und {X^dyjv) 

bezw. die vom Punkte x ausgehenden Elemente der geodätischen 
Flächen 

{Xldcpy) und {lldy)^\ 



die Elemente dq)^ und d\pv liegen also in diesen Flächen. Dabei 
ist das Krttmmungsmass der letzteren im Punkte x bezw. gleich 
dem Erümmungsmass der m-fachen Mannigfaltigkeit in demselben 
Punkte und in den Flächenrichtungen 16)*. 



* Der Beweis dieses Satzes kann leicht mit Hülfe der Formeln 
31) und 32) des §11 und der Formel 11) dieses § getlihrt werden. 
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§ 17. Die geod&tifohen Linien einer m-faohen geo- 

d&tisohen Mannigfaltigkeit. 

Die n— m-61eichuDgen einer solchen Mannigfaltigkeit mögen 
durch 

1) jPk=0, x=1,2 . • . n — m, 

bezeichnet werden. R bedeute die Länge einer geodätischen 
Linie der letzteren, von einem gegebenen Punkte an gerechnet. 
Zur Bestimmung der Differentialgleichungen dieser Linie hat 
man dann die Variationsgleichung 

2) d/FdÄ=0, 



wo 

ist, und die Coef ficienten X,fi^ . . . /^n-m unbestimmte Fimctionen 
der Veränderlichen R vorstellen. Was die Grenzbedingungen 
betrifft, so müssen die Variationen der Grenzwerthe der Coordi- 
naten verschwinden; d. h. es muss, wenn Ia den Werth von X}, 
für i?=0 und JS=jB bedeutet, dfA=0 sein. Da 



— m-«- n— m 



«.-(te+g*A 



/ i2=o und R=B 

SO hat man in 2) zu setzen 

4) M —(%^A 

\ /R=df) und B=R \aJtC / Ji=o und R=B 

Es ist nun 

R R 

? ?{dV SV 





wo 



dV , SV ) 

^^1 SXn ) 



/ dxi ^ , ddxx 



VOR 



R 



oder bei Anwendung des Verfahrens der partiellen Integration 
und bei Benutzung der Gleichung 4) 
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R 



=0. 



6) 



Hieraas folgen dann die unbestimmten Differentialgleichungen 

jBV d ^V ^Q 
Bx^ dR öx[ 

• ••••• 

öxji dR dx^ ^ 

denen, zur Bestimmung der unbestimmten CoefBcienten X,ili^ . ../in-m) 
noch die Gleichungen 

beizufügen sind. Ein erstes Integral dieser Gleichungen lässt 

dV dV 

sich bekanntlich leicht aufstellen "*. Da nämlich -Kr=^—=0 ist, 

CA djUi 

so hat man 

dR~ dx, '^'^" '^Bxn '''^Sx[ '"''^ • • •"•"ö-rj, "' 
oder in Folge der Gleichungen 6) 

dR-dR[Bx^'''+'"^dxiri 
Das in Rede stehende Integral ist also 

sv_ . dV 

wo X eine willkürliche Constante bedeutet. Macht man diese 
Substitution in 5), so erhält man 

[xdR]=^xdR=0\ 



die Constante muss mithin in diesem Falle gleich Null gesetzt 
werden, und das Integral 7) nimmt die Form an: 

V=2mix[^+ . . . +X'n). 

Nun ist aber sowohl V als auch die Summe rechts, multiplicirt 
mit N^f gleich 1, man hat also dem Coeflficienten X den Werth 



7) V—X+ . a?! + . . . + . o/n, 



* Siehe Moiguo, Caicul des Variations, Seite 263. 
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^ zu ertheilen. Hierdurch nehmen endlich die Gleichungen 6) 

die Form an: 

d ^.^dxi dN Xi SF^ ^F^-m . .^ 

^) dR^ dR^-dQ Nq-^^^cx]"^ ^"^^^-^-^xV '^^^ •••'*■ 
Wir wollen den Zeiger n — m weglassen und ausserdem setzen: 



9) 



F.= 



X, 


• • • *^m+l ^H 


x\ 



• • • *^m+l *^H 


(1) 


(1) (l) 


i«l 


• • • /^m+1 f^x 


(m) 


(m) (ni) 


i«l 


• • • /^m+1 f^H 








= 0, x=m+2 . . . n; 







10) 
wo 



i^=$~arcco8— ^ ^=0, 

^^0 



^=2fjL^7+e^r.-eo^ 



Q^^m 



eine i'eine Function von q und D ist, und D durch die Gleichung 

11) ^0^ = ^^0 (cos — sin ^ cot g (^) 

als Function der Coordinaten aj^ . . . .^n bestimmt wird. In 11) ist 



X\ • • . ^m+1 

(1) (1) 

/^i • • • /Mm+1 



i = 



«1 


• . . Xifx^i 


(l) 


(1) 




• • • /^m + l 

• 9 • • 


(m) 


(m) 


/"l 


• • • jWm-j-i 



> -^0 — 



, (m) (m) 

I /^l • • • /^in+l 
, _L ® 

und cos * hat den Werth -^^ — '-^ ^^— ^• 

Ferner soll der vollständige DiflFerentialquotient von F nach 

öF 
einer Coordinate durch ^ bezeichnet werden, so dass 

OXi 

dFdF SFdD^ 
dxi Sxi di) dXi 

Führt man diese Bezeichnungen in die Gleichungen 8) ein, 
so erhält man 



t d ^^^dxy dN x^ , ^^m+2 



12) 



— N^ 
dR dR 



dgNg +^^ i^r""*" •••■'■ 



/^n— m— 1 



dxi dXi 
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12) 



d dXm+l 

dB dB 



d ^^dxm+i 



dB 
dB 



2V« 



dB 

dXm+s 

dB 



dNXm+l , SFm+i . , 

'dg Nq '*''"' ex,n+i^'"^ 

BFn, ÖF 

dXm+l OXra+1 

dNXrn±i, ^i^m+2 _, ÖF 

dg Nq ^^ ÖXra-^2 ^^Jm+g ^ 

~ dg Nq ^^ ^iCm+s ^ Sx^+s 



j 



d ^^dXn 



dNXn 



+/^n- 



m— 1 



dFn, ÖF 



dJ?"' dR dgNq ' ^^ ™ ^öxix ' ^ ^x^ 

Es soll nun zuerst untersucht werden, für welche Functionen 
N von Q die geodätischen Linien der w-fachen Mannigfaltigkeiten 
zugleich geodätische Linien der entsprechenden n-fachen Mannig- 
faltigkeit sind. Die noth wendige und hinreichende Bedingung 
hierfür ist offenbar die, dass die Coefficienten ju^ . , . /bin-m-u i^ 
verschwinden. 

Multiplicirt man die Gleichungen 12) der Reihe nach mit 



SF 



m+2 



ÖF 



m+2 



BFn 



BFn ÖF 



6F 



BXi BXo Bxy Bxn ^X^ dXn 

addirt jedes Mal, nnd benutzt die Gleichungen 9), so erhält man 

BFta+i 






13) , 



, " BF^+iBF^ 

» ÖF, 



+ 

ni+2 ^F 



' 1 dx^ OXn 



=0, 



" ÖFn öFra^, n fSFnX 



2 



1 ÖXy Öx,c 



+ 

l^jFn dF 
1 ÖXx ÖXh 



-0, 



^ dF ÖFm^2 . , " SFÖFn, 



1 dX^ ÖXyt ' ' ' '^'^ '" ^ 'T Ö^X ÖXft 

die zur Bestinmiung der Coefficienten /^i . . . ^m-m-i, i" dienen. 

Da die Determinante dieser Gleichungen nach einem bekann- 
ten Determinantensatze nicht verschwinden kann, so werden die 
genannten Coefficienten dann und nur dann den gemeinschaft- 
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liehen Werth Null besitzen; wenn 

dN 

14) 8=^^yJ^~x ^xM^N^^""^ 

^^^ ^ Ngr da^f"" T dx.dH^ dB 

yersehwindet. Die Lösung unserer Aufgabe fällt mithin mit der 

allgemeinsten Lösung der Gleichung S=0 zusammen. 

Beachtet man, dass 

» dFdx. 

und in Folge dieser Gleichung 

« dFd^x^ ^ «V d^F dx^dxi 

1 öx^dR* 1 1 ÖXidx^dR dR 

ist, so kann man dem Ausdruck 14) die Form geben: 

dN 

^^^ ^" Nq^ öxf""^^ Ti dx.dxi dRdR' 

worin also 

dFSF dFdP d^F _ ^*^ , g^-F SD d^F SD 
dx^ Sxh SDSxh dxndxi dx^^xi BDdx^Bxi dDSxidx^ 

dF dW S^F SD BD 

SD Sxtc Sxi SD^ Sxh Sxi 

ist, und D durch die aus 11) sich ergebende Gleichung 
16) 2>«= - ^'-^'(gog^"" (^^^^><)^) 

als Function der Coordinaten bestimmt wird. 

Aus 10) und 16) folgt ferner, wenn noch statt 2!xlx,c ein- 
fach das Zeichen ^ gesetzt wird, 

SF (Tk .x^{S0 Z 



Sx. ^IqI-^X,^ q(Sq g^giQ2^2;2y 
S^F _x,xAS^0 1S0) 

SXnSXi Q^ \ Sq^ Q Sq ) 

qI cos ^{ \ +2 sin ^<^)x^Xi—QQf^{xHX^i'\'Xixl)'\'Q^ cos ^ag^a?? 

und für i=x kommt noch das Glied i-i: -. — ^^I - hinzu: 

\dQ Q sm 0/ Q ' 

SF_S0 S^FS^ S^F S^^ x^ 

SD^W SD^~SD~^' SDS^.^WSq~^'' 
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l^yoQ'-2:')\=^^u+xlv-^w, 

SW ÖD SD du odV BLdW 

dx^öxi Sx^dxi "dxi "dxi dXxSxi 

und hierzu kommt für i=x noch das Glied U. 

Diese Formeln geben dann 

"5^ n SF _ ° ^ _ 5$ 

^f " n Xx — u. ^^ >< „ Xx — ^L ** ^ '^tt — Q ^ y 

1 öXx 1 oxx 1 oaJx OQ 

y Ti ^*^ ^^ dxxdxj __ d^0 dg dP 
iidDöxx Bxi dH dB ~dDdQdRdE' 
n ° 8^F ÖD 8D dxx dxj _B^0 IdD \ » , 
xiöD^öxxöxidR dR~öD\dRJ ' 

ö^ 
" " . Ö^F dXxdxj JöQ ''"^^ 
iiöxxöxidRdR NY 

/d0V ö0 

^,.^ cos^i+e^ y)+esi«(?>^ 

iV e*8in<P iW-ß/ 

11* cia;«5a;< dJS dR~N^Q*siii «^ \dÄ j 

-^|e?(^(eoi^-eioeo8<P)j + 
igcotg»@«U^„eco8«PJ je*8i 

worin in Folge der Gleichung 11) 

A*sin ^(^/.3 
u=qIU-\-q^LI-2L,Lq,q cos <P=05_±o, 

q^L—qLq cos ^= — e^o sin <Peotg 0", 
oder 

11 öxxöxidR dR~NY»m^^ g^sin»* f "*"^ \aej *i\dü!/ 
■ U 1 or» X ^^* DHos^e<>/ö^Y)/dDY 
+r^o^-^^'''^^ÖD—^i^[öDl \[dRl 

80 

Bm0( sin* dqdD'^ q ]dRdR 



w dRdR 
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Setzt man endlich diese Ausdrücke in 15) ein, so erhält man 

* }/N^q^~— D* dE dB ' 
wo 

y-3x.^^'^i 3008^00-1 a<g .^.^js0y DcoH^eo /d0y, 

■"'"^ IdD*^ neo%^&> 3D ^^^^ [eDj sin*«? \8d} S 
ßi = — — ~ C08<P — '^ 8m<P, B=syN*Q*-D* 



oder, da 



Nq dg NY ' SD' 

_ eN*q dg _dr _j.^^dD 
i/^^a ~2)2 dR~ dR dl) dB' 



'« «-^.)'-(IS)*{+<'P'+<"^ 



d72 dR' 



wo 






Da Ä für jede von dem Punkte a*^ ausgehende m-fache geo- 
dätische Mannigfaltigkeit und für ein beliebiges von dem Punkte 
X einer solchen ausgehendes, in ihr befindliches Linienelement 
verschwinden muss, so hat man in 18) unter dR ein beliebiges 
von dem unbestimmten Punkte x der n-fachen Mannigfaltigkeit 
ausgehendes Linienelement zu verstehen. Nun fanden wir aber 

für ein solches — §11, 26) — bezogen auf die Linie x^x, 

man hat mithin 

dD __ NqQq cos S^ cos &' d(p _ ^ d<p 

dR~^ sin©^^ dR~ dR' 

und 
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oder bei Benutzung der Relation 19) 

worin der Quotient-^ vollständig willkürlich ist: Ä verschwindet 

also dann und nur dann für jedes von einem beliebigen Punkte 
X ausgehende Element dE, wenn sowohl H, oder, was dasselbe ist, 

als auch der Factor Tj^m^+h^G für jeden Werth von q — und 
D — verschwindet. 

Es ist nun klar, dass jeder Werth von N, der H^ zum Ver- 
schwinden bringt, auch der Gleichung 

d. h. der DiflTerentialgleichung 

dQ^ Q dg [dQJ ~ 
genügen muss. Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist 
aber 

und dieser Werth von N genügt sowohl der Gleichung H=0, 
als auch der Gleichung T^m'^+b^G=0: S verschwindet mithin 
dann und nur dann, wenn N den Werth 21) besitzt. Hiermit 
haben wir unsere Aufgabe gelöst und zugleich den folgenden 
Satz bewiesen: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür j dass 
die geodätischen Linien einer jeden m-fachen geodätischen Man- 
nigfaltigTceit zugleich geodätische Linien der entsprechenden 
n-fachen N-Mannigfaltigkeit sind, ist die^ dass N den Werth 
21) besitzt. 

xl CD *(m) 

Steht das Element — auf dem Anfangselement (//... /x) senk- 
te 

recht, so ist die letzte Gleichung der m-fachen Mannigfaltigkeit 



*) Es ist hierbei zu beachten, dass in Folge der Gleichung -BTx^ö 

aiVosin^ ^^dß ^^ 

ist. 

11 



16^ $ 17. Die geodät. Linieu oiuer m-fachen geodät. Mannigfaltigkeit. 

QQo 
von D unabhängig, so dass in diesem Falle 

also, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

Da nun der mit Klammern versehene Factor, wenn man 
von den vom Punkte x^ ausgehenden geodätischen Linien ab- 
sieht — die ja unter allen Umständen mit den geodätischen 
Linien der n-fachen Mannigfaltigkeit zusammenfallen — nicht 
verschwinden kann, so ist die Gleichung aS'=0 gleichbedeutend 
mit der Gleichung )8i=0, was wieder zu dem Werth 21) von N 

führt. Nur wenn Qq eine Wurzel der Gleichung — ^-^=0 ist, 

fallen Air jedes N die geodätischen Linien der beiden Mannig- 
faltigkeiten zusammen. Man hat nämlich in diesem Falle 



8 8 

F=Q-Qo=0, oder auch F=^-^^=0, 



also 



und 



dF_ S*F_. S*F 

dNQ 

A^ 
Wir fanden im § 15, Gleichung 37), für das Quadrat des 
Linienelementes der in Rede stehenden w-fachen Mannigfaltigkeit 
den Ausdruck 

Ö8^=dr^+M^21''{dZyY'\rCdz\j Zy=coB(pr, (7=cos'a . ^^ y 

wo (px der Winkel ist, den das Anfangselement Xl der erzeu- 

(") 



genden Linie x^x mit dem Element /i^ einschliesst. Da das 

(1) (m) 

Anfangselement (ju. . , ju) orthogonal ist, so hat man 

Z j "Y" • • • "p Zfgi = 1 . 

Hieraus folgt dann, dass man in die Variationsgleichung 2) 
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auch setzen darf: 
V= 



'HM+^-mhif^'- 



1 + 



2 



wodurch sich die folgenden (w+1) Differentialgleichungen er- 
geben : 



22) 



dR^~ dr i\dRl "^Sr [dRj 



2 






1 i\dR) '^dz\dR) 



2i^M^^=4.^, 



dB"' dB 



2^^*^=^/^"' 



WOZU dann noch die beiden Gleichungen 

kommen, die selbstverständlich ebenfalls die geodätischen Linien 
der m-fachen Mannigfaltigkeit bestimmen. Die letzten m— 2 der 
Gleichungen 22) geben: 



23) 






dB 



dB, 



'"'"ji- 



dZi\_ 
'dBI~ 






M* 



dB 
dz 



"i 



dZja '^^s\_o 

''UB~'''^dB!~P''^' 



■) 



WO die Grössen ß constant sind. Endlich folgen aus diesen 
2m-— 5 Gleichungen die w— 3 Integrale 

/*3422 +Ä2^3 +^23^4 =0 
23») 



^Sm^a +i8m2^3 +^23^1» = 0, 

die Gleichungen der in Rede stehenden geodätischen Linien vor- 
stellen. Aus 
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cos (Pv = ^^<Xh Wx, = (cos^— 8in<Pcotffr^)4-Ax .— rs 
1 ^ ^0 ^ sin fer* 

n (r) 

folgt, da für v>2 £^Xnfi^=0 ißt, 

sin ö® '^ «K ^"^ 

sm ^ 1 ^ '^ ' - 
die Gleichungen 23) sind also auch in den a?-Coordinaten homogen 
und linear. Die geodätischen Linien einer m-fachen geodätischen 
Mannigfaltigkeit besitzen mithin m— 3 Gleichungen, die sowohl 
in den ^-, als auch in den a;-Coordinaten homogen und linear 
sind; hierzu kommen dann noch zwei Gleichungen, die die voll- 
ständige Integration der Differentialgleichungen 22) liefert, und 
endlich die n—m Gleichungen der ?n- fachen Mannigfaltigkeit 
selbst. 

Es bleibt noch zu bemerken übrig, dass für die m* fachen 
Nullmannigfaltigkeiten, da für sie sämmtliche Gleichungen 1) 
homogen und linear sind, die CoeflScienten fi der Gleichung 8) 
für jeden Werth von N gleich Null zu setzen sind; dass mithin 
die geodätischen Linien einer rw-fachen Nullmannigfaltigkeit für 
jeden Werth von A^ zugleich geodätische Linien der entspre- 
chenden w-fachen ^^-Mannigfaltigkeit sind. 



§ 18. Fortsetzung. Die geodätischen Linien einer 
7n-fachen geodätischen Mannigfaltigkeit. 

(i) (m) 

Steht das Anfangselement (ji , , . ju) der m- fachen Mannig- 

n 



faltigkeit auf der Nulllinie Ox^ senkrecht, d. h. ist a=6^=-7 

SO lassen sich die Gleichungen 12) des vorigen § vollständig in- 
tegriren. In diesem Falle hat man nämlich (7=0, und M= 
-A^iosin^ ist eine Function von r, wodurch die genannten Glei- 
chungen die folgende Form annehmen: 

^^ ^dR^^~dV^\dEJ ' 

2) dR^^'ik^^^''' ^""^'^ ' * ' ^' 

(S)+-I'(S)'-- 
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Aus 1) und 3) folgt dann fast unmittelbar für R die Glei- 
chung 

^^ [dR] =- M« ' 

worin ^* eine willkürliehe Constante bedeutet. 

Bezeichnet raan die ir-DiflFerentiale des vom Punkte x aus- 
gebenden Elementes dR mit dx^, so hat man für die Richtungs- 
cosinus dieses Elementes, § 11, 19), 

es ist also 

df 
Setzt man diesen Werth von z^ in 4) ein, so bekommt man 

7) &^=M^8m^drdR)=Ml^\ii\dr dR), 

worin die gestrichelten Grössen sich auf den gegebenen Punkt x^ 
der in Rede stehenden Linie beziehen, und (drdR) der Winkel 

ist, den die Verlängerung der Linie x^x über x hinaus mit dR 

dr 
einschliesst. Aus 6) folgt, dass ^^ positiv oder negativ ist, d. 

all 

h., dass r bei wachsendem R zu- oder abnimmt, jenachdem 

(drdR)S^ ist, so setzt man daher e=±l, jenachdem {drdR)^^j 

so ist, wenn wir uns noch auf die Betrachtung des ersten Stückes, 
für das ^<7z ist, beschränken, 

8) dÄ=-,^iL, 
nnd 

^) 8in (arai?)=jj, ao%{drdR)=ei- — ^ • 

Aus 8) lassen sich nun Schlüsse ziehen, die denen ganz ähn- 
lich sind, die aus 1), § 4 sich ergaben. So hat man, wenn die 
Linie Maximal- und Minimalpunkte besitzt, und wenn r» und r.^^ 
die diesen entsprechenden Werthe von r bedeuten, die natürlich 
Wurzeln der Gleichung if^— 1?2=0 sind, 

R = 2fJL /?a* "1" ^ -ßa — ^1 Ray 

worin 
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ist, nnd R vom Punkte x' an gerechnet wird. 

Multiplicirt man femer die Gleichnng 2) mit Zy und snmmirt, 
80 erhält man bei Benntzang von 4) 

und, wenn dieser Werth von ju in 2) eingesetzt wird, 

woraus folgt 

Cy bedeutet ebenfalls eine willkürliche Constante, und mau hat 

1 

dz 

Wir wollen £=±1 setzen, je nachdem -^^ positiv oder ne- 

gatiy ist, so dass 

dz 



12) M^^=E]/Cl-»'zl, 

oder 

jg «dd2^ _'»dR_ eMr 

wo ^v zwischen — / und J Hegt. 

Integrirt man nun beide Seiten der letzten Gleichung über 
die Linie xx, so erhält man 

14) e arc cos -jr — H *^rc cos -^-—2im^ — ¥, 

wo 

und aus 12) und 14) folgt: 

16) Zy= Zy cos !F+ -^— 7 ,-7:7 öx ( :^ ) 8^^ ^• 

sin [dr du) \dEJ 
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167 



Multiplicirt man diese Gleichung mit Zy, summiii; und be- 
achtet, dass 



(1) 



(m) 



so ergiebt sich 

17) cos ¥=Z-Zrz[=2;-lUl 

1 1 

Mit Hülfe von 15) und 17) lässt sich uun leicht zeigen, dass 

W der Winkel ist, den die bewegliche Linie x^x mit der festen 

Linie x^x^ bildet, und dass dieser Winkel fortwährend wächst, 

wenn die Linie x^x in der Richtung, in der E zunimmt, den 
Punkt x^ umkreist. 

Die Gleichung 15) und die aus 16), oder direct aus 2), sich 
ergebenden m—2 Gleichungen 



18) 



^2 ^* 



Zl Z2 Zy 

dz, dZ2 dz. 



=0 



dR dR dR 

stellen endlich die Gleichungen der geodätischen Linie xx vor. 
Wie man zu verfahren hat, um aus 15) v und e zu entfernen, 
ist im § 13 an einer ähnlichen Gleichung gezeigt worden; zur 
Elimination von e^ hat man die zweite Gleichung 9) zu benutzen. 
Nach § 15 ist die vorliegende Mannigfaltigkeit eine ^-Mannig- 
faltigkeit, die Gleichungen ihrer geodätischen Linien müssen sich 
daher auch mit Hülfe der Formeln 7), 9), 12) und 15) des § 1 
bestimmen lassen. In der That geben die letzteren 



Vi Vj yy 

y'i y2^ y'v 

dt/i dy% dyy 
dR dR dR 
und diese Gleichungen gehen, da 



=0, 



dQi 



Qi 



dr 



= cos {dr dR), 9^^i = iV^ sin ^= 3f 



yr-Qi^r, dr-NQsm0' dR 
ist, bezw. in die Formeln 8), 15), 16) und 18) dieses § über. 
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Setzt man in die Gleichungen 22) des vorigen § 7n=w, so 
erhält man die Differentialgleichungen einer geodätischen Linie 

XX der w-fachen Mannigfaltigkeit selbst, und zwar auf Riemann- 
sche Coordinaten bezogen. Die Lösung dieser Gleichungen würde 
offenbar unter anderem Aufschluss geben tlber die Beziehungen, 
die zwischen den Seiten und Winkeln eines beliebigen geodäti- 
schen Dreiecks (x^x'x) stattfinden. 

Aus den genannten Differentialgleichungen lassen sich, wenn 
m=n ist, andere ableiten, die weit symmetrischer sind; ehe wir 
dies aber zeigen, wollen wir noch einige Formeln entwickeln, 
die sich auf die Winkel eines solchen Dreiecks beziehen. Zu 
diesem Zwecke betrachten wir ein Dreieck, das von den geodä- 
tischen Linien x^^^x^^\ x^^^^x^^\ x^^^x^^^ gebildet wird und führen 
die folgenden Bezeichnungen ein: 

2;?-^_^!<_ = cos<?*^ 2:-^ ^=cos0^^ ^"^^ -^-=cos<f^^ 

^a ^b ^b ^c Qc Qu 

X^aJ seien die Richtungscosinus des Anfangselementes von x^^^x^^\ 
Aifi die Richtungscosinus des Anfangselementes von x^^^x^^\ 

2:;i^>-^i^=eos0i^\ ^Ai*i--=cos0^b*\ und für die beiden an- 

^a ^b 

deren Linien mögen ähnliche Bezeichnungen gelten; endlich sei 

^Ai^«^4^^=cos^, 2:X^U^^=eo&B, ^Aifj 4«^ = cos (7, 

wo also A B und C die Winkel des in Rede stehenden Dreiecks 
bedeuten. Dann folgt aus den Gleichungen 

""^ = :^- {cos <?-^-sin ^^^ cotg ©i^H^i«^ — ^ 

^b ^a Bin e^^^ 

^^=^ {cos <?^«^-sin <P^<' cotg @i^)}+Ai^i?^- dass 



et/; 

■^c ~ ^a '^^^ ' "'" ' ^"^^ ^* ^ ' '"'^ sin ©L'^' 



A ^b) WC) . sin ©1^^ sin @i^^ (cos *^« - cos ^^ cos ^^1 

cos J. = cos @i ^ cos ©a H ^ . ^,v. . ^^, ^> 



sin 0*^ sin ^^ 



ebenso findet man 



D i-^(c) wa) , sm ©If^ sin ©if^ cos ^*— cos ^^^ cos ^*^ 

cos 5= cos ©b ^ cos ©b ^H ^ ^-^^k;^ . ^.k ^ 

sm cP^<^ sm ^^^ 

rr wa) wb) , sin ©i*^ sin ©L^^ (cos 0»^ - cos ^* cos ^^*^} . 

cos C= cos ©c ^ cos ©c H ^ . '-^ — .—^r 

^ ' sm ^* sm ö>^c 

Stehen die Anfangselemente der beiden Linien x^^'^x^^^ und 
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1C9 



x^^^x^^^ auf der Nulllinie Ox<^^ senkrecht, so ist 

cos (P^^=cos $*^ cos ^®+cos A sin 0^^ sin cP»^. 
Liegen die Punkte x^^^j x^^\ x^^^ in derselben Nullfläche, so ist 



(a) (a) (a) 

«^Oi «^^Oj «^^OX 

^(^) ^W ^(b) 

(c) (c) (c) 
«A^aj «*'aa *^ox 



=0, 



also 



1 cos <P*^ cos 4>»<^ 
cos ^*^ 1 cos *^® 
cos ^^ cos Ö>^® 1 

= 1 — 008 2$ah_ ^.(jg 8^0 _ cos 2$bc^2 COS <P*^ COS ^<^ COS ^^^ =0. 

Bezeichnet man daher einen beliebigen dieser drei Winkel 
mit ^^, die beiden übrigen mit $v und ^o,, so ist 

(cos ^^— cos ^v cos ^a>)^=sin *<PvSin **a>, 
man hat mithin, wie es auch sein muss, 

COS^ = CO8(0i^^±@l"^), co8S = cos(0^b'^±0lr^), 

cos(7=cos(@^*^±0L''^ 

Wir wollen nun die eben erwähnte Umformung der beiden 
ersten Gleichungen 22) des vorigen § für den Fall, dass m=w 
ist, ausführen. In diesem Falle ist 

(1) ^^ P^—M^ 

u^= "j also a=0, C=-^— ^^^-, 21= cos 00, 

(1) (n) 

und dju . . . fx) bedeutet ein von x^ ausgehendes, orthogonales w- 
faches Element. 

Mit Hülfe der ersten Gleichung 22*), § 17 lässt sich die 
erste Gleichung 22) desselben § auf die Form bringen: 

dV BML (drV]^^^^^ ^_ 1 

"^"'" " drS\dR) 



19) M- 



Sr l \( 



dE^ Sr C \dR) ) ' ^ C ^r 
Multiplicirt man fenier die w letzten Gleichungen 22), § 17 
bez. mit 2^, Z2...Zn und addirt, so erhält man 

d ^dz. 



^f'='^ydR^dR 



2 \dRj dz^\ 



2M^-\-z 



BW\ " (dzy\ 

' äzjTydR) 



2 



Setzt man dann diesen Werth von /i in die zweite Gleichung 
22), § 17 ein und eliminirt aus der resultirenden Gleichung mit 

Hülfe von 22^), § 17 die Summe 2:4^) , so bekommt man 
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20) 






und dieser Gleichung und der Gleichung 19) kann man endlich 
die Form geben: 

dv dz 

Multiplicirt man 21) mit =^, 22) mit ^ und addirt, so er- 

hält man nach einigen Umformungen 

s1jS<'-(ä)"w™'*-^^*(?i)l=»- 

woraus, wenn H eine willkürliche Constante bedeutet, das Integral 

sich ergiebt. Eliminirt man aus dieser Gleichung mit Hülfe von 

j-p) )> benutzt die Gleichung 

23) desselben §, die Identität 

i\dR) ^%}^'dR ""^dR^' 
und die letzte Gleichung, so findet man, dass 

23») H=^an+ • . • +an-i,n. 

Für die Richtungscosinus des Elementes dR hat man nach 
19), § 11 

es ist mithin 

n Ayv. dr dG^ 

24) cosidrdB)=2:xN~^L=^, (ios{L,dR)=P~^' 

i all all all 

Denkt man sich nun vom Punkte x aus in dem dreifachen 
Element {X^ L^ dR) zu dem Flächenelement (A« L^) — oder, was 

dasselbe ist, zu der NuUfiäche, in der die Linie x^x liegt — die 
Normale gezogen und bezeichnet dcB Winkel, den diese mit dR 
bildet, durch v, so ist in Folge der letzten Gleichungen 



or 
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Wir wollen endlich den Fall etwas näher betrachten, dass 
das Anfangselement dR' in der Nullfläche liegt, in der die Linie 

x^x' sich befindet; in diesem Falle ist selbstverständlich die ganze 

in Rede stehende Linie xx in der genannten Fläche enthalten, 
so dass cost;=0, d. h. 

'-(s)'--r^)=o.-»- 

In Folge von 26) nehmen nun die Gleichungen 21) und 22) 
die folgende einfache Form an: 

27) d*r^ [dEJ dP{d&>\ 

dB* P Br\dRI 

' dB dB [dB) Sßo 

Diese Gleichungen sind, wenn P eine reine Function von r 
ist, integrabel. Ist P eine reine Function von r, so muss 

d*N (dNV NdN 
d'P dQ* Ue / Q dg 

dr^ A* ' 

oder, was dasselbe ist, der Bruch 

dg» \dQ ) Q dg j. 

also auch q eine reine Function von r sein, was, wenn man von 
den Nulllinien absieht, nicht möglich ist: P kann also nur dann 
eine reine Function von r sein, wenn L eine Constante bedeutet. 
Dies ist nun, wie wir früher fanden, dann und nur dann der Fall, 
wenn 

29) i^=2>w^;. 

Für diesen Werth von N ist aber P in der That, wie wir später 
zeigen werden, von 0^ unabhängig; P ist also dann und nur 
dann eine reine Function von r, wenn N den Werth 29) hat. 

Ist nun P eine reine Function von r, so folgt aus 28): 
30) P2^^=const.=gr; 



172 



§18. Fortsetzung. Die geodtttischen Linien etc. 



elioiinirt man dann ans 26) mit Hülfe der letzten Gleichung 



dR' 






Bo erhält man für R 
31) 

wo (P) der absolute Werth von P, und e=±l zu setzen ist, je- 
nachdem der Winkel (drdÄ)^^. Aus 26) folgt ferner 

32) ^«=P« sin \drdR)=P\ sin HdrdR). 
Endlich erhält man aus 30) und 31) 

33) deo=:—^f^-^-_y 

und dies ist die Gleichung der Linie xx in der Nullfläche, die 
durch die Punkte x^ und x bestimmt wird. Hierzu kommen 



dann noch, da xx vollständig in der genannten Fläche verläuft, 
die n—2 Gleichungen dieser Fläche, nämlich die Gleichungen 



34) 



X^ X^ Xtt 

111 p, 

X\ X2Xjt =0. 

• 
Xi Xi X,t ! 



Da in diesem Falle die Constanten 0,3 .. . a^n der Gleichungen 
23) des vorigen § verschwinden, so sind diese integrabel; sie 
geben 



35) 






wo a^ ... an eine beliebige Permutation der Reihe 2 . . . » be- 
deutet; und dies sind ebenfalls die 72—2 letzten Gleichungen der 

Linie x'x^ sie müssen also den Gleichungen 34) aequivalent sein; 
dass das wirklich der Fall ist, lässt sich in folgender Weise 
zeigen. 

Man kann den Gleiöhungen 34) auch die Form geben: 



/l A 1 J?l 



=0, 



oder da 











n (v) j." n (r) j, 

l Qo i Qo 
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die Form 









X 







^z^+E^z^ 



q"" Qo 





Q^ Qo 



=0; 



Dies ist aber eine Identität, die Gleichungen '35) sind mithin, 
wie behauptet wurde, den Gleichungen 34) aequivalent. Wir 
werden später mit Hülfe der Formeln 30) bis 33) zeigen, dass 
die geodätischen Dreiecke der Mannigfaltigkeiten 29), die in einer 
Nullfläche liegen, sich, was ihr Winkel und Seiten angeht, wie 
die geodätischen Dreiecke der entsprechenden Mannigfaltigkeiten 
von constantem Krümmungsmass verhalten. 



§ 19. Die beiden ersten partiellen Differential- 
qnotienten des Winkels nach D. 

Wir wollen zuerst zeigen, dass die beiden in Rede stehenden 

Differentialquotienten für alle Punkte der geodätischen Linie x^x, 
die nicht zu den ausgezeichneten Punkten gehören, endliche Werthe 

besitzen, vorausgesetzt, dass ©oS^o i^^? d. h., dass die Linie nicht 



auf der Nulllinie Ox^ senkrecht steht. 



Man hat 



1) 



d* 



\ ä^=2/i®+«^i(e)-eo^,(eo), 



wenn /j. die Anzahl der zwischen x" and x befindlichen Maximal- 
punkte, 

oder 

' ||=2/.(?-£fl-(e)+6oF(eo) 



2) 



^^ = 2^® —e!S)(Q)+eot> (ßo), 
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wenn fi die Anzahl der zwischen x^ und x befindlichen Mini- 
malpnnkte bedeutet. In diesen Formeln ist 



3) 



ö= 



d<PS' 



dD 



H{e)= 






HM 



80, 



m 









dD* 



dD* 



dD 



i 



Setzt man 



6* Qi 

j^_ f N*QdQ <ve._«T^ / 



N*QdQ 

{N*Q*-D*yi' 



Qi 



6i 



9^(6)= 



N 



dNo r — ' 



N 



|(f) 



so wird 

f ^(e)=i^""+9>(em.), fii(e)=-P|m-?<em), 
^(e)=Sr'+'S(em.), ^i(e)=C?^m-Ä(e„), 

Zwischen ^^ und q^^, und ^m und g^ möge nun keine Wurzel 

ft AT 

der Gleichung -r-— =0 liegen, was offenbar immer so einge- 



3») 



dq 
richtet werden kann, so wird 

d— 



d 



J Vn^o^-D^ J i/n* 



N 

dNe 

dg 



-^-9^iQi)+9^iQii)' 



Qm Qu 

Dieser Ausdruck ist aber, wie behauptet wurde, endlich. In 
ähnlicher Weise lässt sich zeigen, dass unter den eben genannten 
Bedingungen H{q), H^{q)j ®, ^{q) und ^i(^) endliche Grössen 
sind. 
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Befinden sich zwischen q^ und q^ und q und Qt^ keine Wur- 
zeln der Gleichung — -- =0, so hat man 

QXQ. 

und die Integrale werden unendlich klein, wenn die Differenzen 
{Q — Qm) iiDd (gmj— g) verschwindende Werthe annehmen. 

Wir wollen uns nun mit den oben erwähnten Ausnahmefällen, 
dass erstens der veränderliche Punkt x mit einem ausgezeich- 
neten Funkte zusammenfällt, und dass zweitens die Linie x^x 

auf der Nulllinie Öx^ senkrecht steht, beschäftigen; und hierbei 
die folgenden, zum Theil schon im § 14 eingeführten Bezeich- 
nungen benutzen: 

B=Nq cos O ^jzi cos a cos cp^ = cos ©^ P=NqQq cos S^Nq cos O ^j^j 

cos a sin 9?! ^ dD iVogo cos oleosa sin 993 
o=—7= — ^ =? *^=j ~= — 7- -- — — y 

yl — cos^acosVi ^^1 yl — cos^acosVi 

so dass 

Wir betrachten also eine vom Punkte x^ ausgehende geo- 
dätische Linie x^Xj die in der im § 14 behandelten, von dem- 
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selben Punkte ausgehenden m-fachen geodätischen Mannigfaltig- 
keit enthalten ist, und es wird sich darum handeln, die Werthe 
der Grössen 

oB, -A - und %, 
or oq)^ 

in den in Bede stehenden Ausnahmefällen zu bestimmen. Will 

man von der Lage der Linie x'^x in der m-fachen Mannigfaltig- 
keit absehen, so ist m=n, also a=0, <pi = &^ zu setzen, wo- 

durch o5=P, . =-,/-,„ wird. 

d<p^ 60" 

Die allgemeinen Werthe der beiden in Rede stehenden Dif- 
ferentialqnotienten sind nun: 

dNg 



9) 



dNQ 



D 



Bq>\ N \e<pj ^NY-^*^f^ 

Was zuerst den Fall betrifft, dass der Punkt x mit einem 
ausgezeichneten Punkte zusammenfällt, so folgt aus den Glei- 
chungen 1), 2), 4) bis 7) fast ohne Rechnng 

B= - \dNe] , -^= ( de j \2tiG+eo Hie,)}, 

N 



10) < 



SB .A^ de , dNe 



d<p^ 



= -b 



2 



dNg ' ^ dg 



\-Q^-:i--i2fxG+8oH{Q^)Y 



Q = Qm, 



dg 

(wo ju die Anzahl der Minimalpunkte zwischen x^ und x be- 
deutet) oder 

11) B=-idNQJ , -Sr==[jß-I (2/^0-^0^1 (öo)) 
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N 



dq 



dNq 



dQ 

(wo fjL die Anzahl der Maximalpnnkte zwischen x^ und x ist), je- 
nachdem der Punkt x mit einem Maximal- oder Minimalpunkte 

QU STi 

zusammenfällt. Man sieht, dass die Grössen J5, ^r- und ^— ? 

or o(p^ 

während der bewegliehe Punkt x einen ausgezeichneten Punkt 

überschreitet, endlich und stetig bleiben. 

Beachtet man, dass (pig) das Vorzeichen des Diflferentialquo- 

tienten -^ besitzt, und dass dieser in der Nähe der Maximal- 
dg 

punkte negativ, in der Nähe der Minimalpunkte positiv ist, so 

lässt sich aus den Gleichungen 1), 2), 4) und 5) der folgende 

Schluss ziehen: 

„Der Differentialquotient ^jz wächst heim Vorrücken des 

veränderlichen Punktes x stetig und nimmt j wenn dieser in die 
unmittelbare Nähe eines ausgezeichneten Punktes kommt, den 
Werth +00 «w; überschreitet dann x den ausgezeichneten Punkt , 

so geht ^jz sprungweise von +oo in — c» über, um bei wei- 
terem Vorrücken des Punktes x wieder stetig zu wachsen.^ 



Wir wenden uns nun zu den Linien x^x, die auf der Null- 
linie Ox^ senkrecht stehen, d. h. für die cos0^=cosacos9?i=O, 

TT 

also <Pi=o ist; und betrachten die von Xq ausgehenden geodäti- 
schen Linien, die in dem gegebenen m-fachen Element ihren An- 
fang nehmen und der der Untersuchung vorliegenden Linie x^x 
unendlich nahe sind, die also den Winkeln 

entsprechen, wo d ein unendlich kleiner positiver Winkel ist. 

Der Punkt a?^ möge ein Maximalpunkt sein, und fi bedeute 

die Anzahl der zwischen x^ und x befindlichen Minimalpunkte; 

mit Hülfe von 1), 2), 4), 5), 6), 7) ergiebt sich dann: 

12 
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ö<P 1 



-"•«"(^L 



N 



ff=eo 



e*0 1 ^^^ 'd^^ 

SO dass 

N dB -^ N 

12) bB= Nq cos 9 cos oy^z^-^ — , b ^ = d^ • t:?^^ cos a 






dbB — ^ N^ 

13) -^=-NoQoCos^a{NQCose{2iuG-BH{Q))+jQ Yd^ 1 

1 ^ 



/äNgV ^ 



TZ 

wird, und diese Gleichungen gelten offenbar auch für 9?i=-, d. h. 



für die Linie x^x selbst. 

Eine einfache Rechnung zeigt, dass 12) und 13) auch dann 
noch gültig sind, wenn der Punkt x ebenfalls mit einem ausge- 
zeichneten Punkte zusammenfallt. 

Ist Xq ein Minimalpunkt und fi die Anzahl der Maximal- 
en 

punkte zwischen x^ und x, so findet man für hB und 6^ die 
Werthe 12), ftlr ^— aber 

dbB ^ N' 

14) -^^-NoQoCO»^NQ<iOBO{2fiG+eH,{Q))+_dQ_-j^ }. 

\ ^ / e=eo 
Eine besondere Betrachtung erfordert der Fall, wo Qq eine 

Wurzel der Gleichung ——^=0 ist, also in der Umgebung von 

Qo die Reihe 

15) ^ NY==NlQl+am{Q-'Qor+ . . . 
Gültigkeit hat, worin m>l ist. 

Zuerst möge »4 = 2, am=^(^2 negativ sein; unter diesen Be- 
dingungen stellt NqQo ein Maximum die Function Nq vor. Für 
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7t 

die Linien (p^^^^e^d' hat man nun, so lange {q—q^ unendlich 

iu 

klein bleibt, 

N^q^-D^=^NIqI i?2 cos ^a-a^iQ-Q^y. 

Da nun aber N^q^—D^ nicht negativ werden kann, so wird, 

wie eine einfache Überlegung lehrt, ^^ für keinen Punkt einer 

Linie des genannten Systemes einen unendlich grossen Werth 
annehmen können, die vorige Gleichung hat mithin fttr alle Punkte 
einer solchen Linie Gültigkeit, und die Wurzeln der Gleichung 

stellen die Werthe des q vor, die den ausgezeichneten Punkten 
entsprechen. Man hat desshalb 

, X , s iVo^o^cosa 

also 



16) N^Q^-D^=a^{Qra-Q,Y\l-(^—^ 



^^NlQ. 



r> 



Hieraus folgt nun 

+1 1 1 

/dz r dz f dz 

oder 

17) ^=-^^^=eoBin(Är)=.o8in(l^4 

Aus diesen Gleichungen lassen sich nun die folgenden Schlüsse 
ziehen: 

Eine Linie 9?i=s— £o^ besitzt in Punkten, für die ^~-r 

2 NIqq 

= -^-^ — n ist, Maximal- oder Minimalpunkte, jenachdem eo= 




±1 ist; in Punkten, für die ^^^ r= ^^ n ist. Minimal- oder 
Maximalpunkte, jenachdem €o = ±l ist; und für ^-^r=/ijrwird 

71 

Q=Qo. In den letzteren Punkten wird also die Linie 9^=5 von 

7t 

sämmtlichen Linien 9?^ = - — e^'^, die mit ihr in derselben Null- 
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fläche liegen; geschnitten. Nebenbei bemerkt, ist die Entfernung 
des Punktes x^ von dem nächsten ausgezeichneten Punkte end- 

lieh — nämlich gleich —^^5 — während sie im Allgemeinen 

V«« ^ 

7t 

ftir die Linien 9?i = n~~^^ unendlich klein ist. 

Wir wenden uns nun zur Berechnung der in Bede stehenden 
Differentialquotienten. Da 






; 9^(e) = 



NlQo 



b = £0 cos a^a^iQra^ — Qq\ 

so hat man, wie eine einfache Rechnung zeigt, 



^ a^HQm-QoYi^-z* ««''•(em.-eo)* 



and 



18) 



•^2 



Da ferner 






bB = ^^"^ cos a sin U^r) 

acosl^-r). 
VAoßo / 



2z ]«• 






cos 



NIqI 



*• atKem-eo)* 



.(1-2*)' 



so ist 



@=- 



2NlQl (il+2z*)Yl- 



^iQ)=- 



Nlelz{3-2z) 



I 



l-2«\ 

Jz=l' 



<Hem-Qoni -z*T'' «»'Rem - eo)A 

und hieraus und aus 11) folgt dann 



niqi (a+2z^fr=? 



L.- 



(öm-eo)6g^= 



dB NIqIzco&^q . X rfö r» iVJp?2C0S^a 



<H 



Der Difl^erentialquotient 






dtp^ 



a. 



besitzt in dem Ausdrucke K 



für das Erümmungsmass der m-facheu geodätischen Mannigfaltig- 
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keit den Factor {ybB—ßaM), und dieser ist für die in Rede 
stehenden Linien von der Ordnung der Grösse {gm^—Qo) unend- 
lich klein^ die letzten Gleichungen zeigen mithin, dass in K für 
jeden Punkt dieser Linien 

19) (yhB^ßaM)^^O 

zu setzen ist. Es braucht wohl kaum hervorgehoben zu werden, 
dass die Formeln 18) und 19) nicht nur für die Linien (pi=-^ 

TZ 

— fo^» sondern auch für die Linie 9?i=^ gelten. 

Es möge nun femer m=2, und am =«2 positiv sein. Unter 
dieser Voraussetzung ist Nqq^^ ein Minimum der Function Nq, die 

71 

Linien 9^1 = ^ — ^0* werden mithin, so lange ^—^0 unendlich klein 

bleibt, keine ausgezeichneten Punkte enthalten. Für das Stück 
einer solchen Linie, für das ^—^0 unendlich klein ist, hat man 
dann 

20) J\rV-J>^=^ggg^'cos^aS^ + A7?^?^^'^'g \' 
und 

ia^ iVo^o^cosa 

oder 



21) 



=sinA(J^r); 



und diese Gleichung gilt, so lange — «^ endlich bleibt. Hieraus 

folgt aber fast unmittelbar, dass sie und die Gleichung 20) für 
die ganze Linie Gültigkeit haben. 

Für j- und ^^c^ ergeben sich ferner die Werthe 

d^_ z 

d^^ ^ 1 ( z__ 2^_ 

^^' iV^oö?y^i?^cos%f(l+2^)'/''^(l+2T^^ 
Endlich zeigt eine einfache Rechnung, dass 
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22) 



hB = ^-S^om 



i/o, 



asmÄfrvf* r) 



b— = 

dr 



cos a cos A 



WlQo I 



Wir haben nun noch den Fall m>2 zu behandeln. Für 
das Stück einer Linie des Systemes 951=5— «0^7 ^^r das ^— ^o 
unendlich klein ist, hat man 
23) N'q'-D'==NIqI &' cos «a ]l+-^^^^L 



24) 






60 



y 



1 + 



öm(^-ßo)°' 



^cosa 



iVr2^2^»C08«a 

und aus der letzten Gleichung folgt, dass diese sowohl als auch 

23) für alle Punkte der in Rede stehenden Linien gelten, und 

dass die letzteren keine ausgezeichneten Punkte besitzen. 

80 d^0 

Für v^ und ^^^ ergeben sich dann die Werthe 



und hieraus folgt 

b£=rcosa 



25) 



0-77—= cosa 

or 



Zum Schlüsse wollen wir noch die Werthe der DiflFerential- 

80 8^0 

quotienten ^ nud ^jr^ ^^ ^^^ Mannigfaltigkeit 14), § 8 be- 
rechnen. Man hat 



Ff, = c\2X^ 



J i/R(C) J fR(i 



^ l/Ä(f) J fRiO 

fyi-f»{i-2f»+A«c*} 



+ 



yi-A«^«(2f«-i) 



C|/l-C* i(^^ 



f«; 



I. 



wo 
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x(l-C»ttL)* 

Setzt man dann diese Werthe in die erste Gleichang 3*) ein, 
so erhält man 

H{Q)=C{a+Xim-v,n)- 2E+2Eiv„,). 

A am Vm. (sin *am Vm — eos *am Vm)) 
sin am Vm cos am Vm ^ 

^ Sin am i?m COS aw t?m ^ 

wodurch sowohl die erste Gleichung 1) als auch die erste Glei- 
chung 2) in 

^ =C\{1 + A?)v— 2 E{v)+2 A^ sin am Eq Vm sin «^ ^ sin am (ü+«o^m) 





26) 



+ 



Jamr (sin^amr— cos^amv)!^— ^+^o^m> ^, . ^.^ , 
;?^ ^ ^ [> E{v)=jA^amvav, 

smamveosamv Jv=:e^j?i^ ) o 



oder in 

^=C]{l+X\)v-2E{v) 

sinawt?cosawr(l— A sin am i?m sin am(t?+€ot?m)) 



27) 



+ 



sin am Cq Vm cos am Vm sin am (t?+eo ^m) cos am (t?+€o ^m) 
tibergeht. Ferner ist 

p_ 1/^(1 +«m)'(l+C''«m)' 
X (1— C«ni) 

L=^^^,{xu*-ii-C'y+M^+xi)^Ki-^W^'-i)Y, 

and hieraas and aas den zweiten Gleichnngen S*) folgt 
®=P{(16Af+3A*)Sf-8(l+Af)J&) 

$, (e) = P {(16^1 +3A>„-8(1 +if )^(»„)+L}. 

Durch Einsetzung dieser Werthe in die zweite Gleichang 1) 
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(oder in die zweite Gleichung 2)) erhält man endlich 



28) 



C 



-A*t? 



+ 



A am V m sin* am y — cos ^am v 
sin ^am v cos ^ am v 



y=t? + Cot?m) 



y = fiO|j 



m 



^ 



Entwickelt man mit Hülfe der Gleichungen 26) und 28) die 

Werthe der Grössen bJ5, b «- ^nd ,,— für die vorhin behan- 

delten AusnahmefUlle, so findet man, dass die so sich ergebenden 
Ausdrücke mit den eben gefundenen allgemeinen übereinstimmen. 
Wir wollen die Rechnung für die Linien ß=const. durchfahren. 
Setzt man 



29) 



sin *T= 



l+c^uo+{i+c^)uoco&^e^ 



n 



WO T zwischen und - liegen soll, so ist 

Qm _+ ^ 32_ 2(1 — C*)C0ST 

Die Gleichung ——^=0 hat in diesem Falle die Wurzel «= 

%=■"? wi^d diesem Werthe von n entspricht ein Maximum der 

Function iVjo, wir haben es also hier mit dem Falle am — —(h 
zu thun. 

Wir betrachten nun das durch den Punkt x^ gehende Sy- 

7t 

stem <^i = s— «0^- Da cos 0^=€o^cosa ist, so folgt aus 29) 

otx co(l+c)cos0o (1+c)^ 

31) cosT=-^^^ — —^ = ' ^ cosa. 

Ferner ergeben die Gleichungen 30) und 31) 

1 2 2 o 2(l+c) Q . , 1+C - , 9 . , 

1— C ^m = 2C0ST= ,- t^COSO; l+«*m= ? 1+C«^m = l+C? 



yc 



c 



II o 1 l+^Q 1« 2(1— c) ^ 

l+CWm = 2, 1 — CWm=--^^COSa, A^ = - ._ t? COS a. 

yc yc 

Der Integralmodul X ist also unendlich klein, und der comple- 
mentäre Modul X^ darf gleich 1 gesetzt werden. 

Mit Hülfe der vorigen Formeln findet man dann 
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>■ 

0-2' *'"~y ; 



|/ä(C) 4 « 

nnd 

d0_ ( l+cy 0^0 _ (l+cY ( 8m2 t? 2 Bin 2p / 

^^ ~ 2>cyc i»« cos ^a^ ^' ^D^~ 2x^ ]/c &^ cos *a 'cos »2» cos 2v S ' 
Ferner giebt die Formel 

„ Wm(l+cVn)+(l — C^wL) sin W (D+Col'm) 



oder, da 



U'^^—Uo= 



1 +cVm— (1 — CUm) sin * «m (tJ+£o ^m) 
1 — CUm . c. „. 1 — Cttm 

t^— Mq = foSin2c, w™^ — Wo="~ — ' 



2( g'"^- go) u-t^ o ^ g— go / ] /^-y^ o i /te+y% \ 

_, x{l+c) ^ Q — Qo . o,/-^ 



Nun ist aber 



man hat daher 



^-^^=^oSin2yc^=.oSin(i^r) 



dies ist aber die allgemeine Gleichung 17). 
Für CO8 hat man ferner 

QQ^ ,/- ^^, iSi— (1 — c*Wm) si n am (v +e^Vm) cos aw (r+«o«?m) 
t)»>j y u cos ^ — g ^— 2 — ; — — j 

1+C Mm— (1 — C t^m)8in ^a/yi(ü +€0^111) 

oder, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

cos ©=«0 ^ cos a cos 2v •, 
endlich ist 

dg 2€oVc^cosa . ^ , , ^(l+c)^ 

— ^ sin2t?, 9?(g) = — 



^ 1 + c 2xl/c *» cos »a sin 2t? cos 2r 

6 = «0 -^^0 Öo ^ cos *a, - — = — NqQq cos *a. 

Wir sind nun im Stande, die Ausdrücke flir die in Rede 
stehenden Grössen zu bilden; man erhält: 

2c ^ot V-^oeo / 
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^ - = cos a cos 2v = cos a cos ( ^--^- r u 

dies sind aber die allgemeinen Formeln 18) und 19). 



§ 20. Bis zu welchem ihrer Punkte ist eine 
geod&tische Linie zugleich kürzeste Linie ? 

Der Dilferentialquotient v^ besitzt, wie wir im vorigen § 

zeigten, im Punkte x^ den Werth Null, er wächst beim Vorrücken 
des beweglichen Punktes x stetig und nimmt, wenn dieser in 
die unmittelbare Nähe eines ausgezeichneten Punktes kommt, den 
Werth +00 an; überschreitet dann x den ausgezeichneten Punkt, 

so gebt 3^ von +oo in — c» über, um bei weiterem Vorrücken 

Ol) 

des Punktes x wieder stetig zu wachsen. ^^ möge nun im Punkte 

x' zum zweiten Mal Null werden, dann ist die geodätische Linie 

x^x, wie im Folgenden gezeigt werden soll, bis in die unmittel- 
bare Nähe des Punktes x' zugleich kürzeste Linie; sie verliert 
aber die Eigenschaft des Minimums, sobald der Punkt x mit dem 
Punkt x' zusammenfällt, oder diesen überschreitet. 

Im § 14 (39)) wurde dem Ausdrucke für das Quadrat des 
Linienelementes die Form 

1) d8^=dr^-\-a22 rf9?l+«38 dt/^2+ • • • +öhin ^V^n-l 

gegeben, worin die Coordinaten 9?i, 1/^2 •• • V^n-i durch die Glei- 
chungen 



^ (2) (n) 



n X 

2) Ax=-^coS9?i+/ixCOS9?2H- . . . +/^>cC0S9?nj 



cos 9?2 = 81^ 9^1 c^s t/;, 

cos 9?3 = sin 9^1 sin ^2 c^s Ws 



3) 



COS 99n-l = Sin qpi Sm 1/^2 •• • ^^^ Wn-2 ^^S Wn-l 

^ COS 9?n =sin 9?i sin ip^ ' • • si^ V^n— 2 siß V^n— 1 
bestimmt werden. 
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4) 



Aus 2) folgt 

cos q?i ■■ 

COS (p2 





•~^M"T • • • ~r n^n 

<*> ^^^ 

•A*iM"f" • • • "h/^n^n 



= COS0® 



^'^^ ^"^ 

COS^n=/^^l+ • • • +A*n^n. 

Ferner hat man 

wo ^*=iV^*ß^sm^^ ist, und die Coefficienten a für alle Werthe 
der Goordinaten 

positive Grössen vorstellen, die nicht unendlich gross werden 
können. 

Wir betrachten nun eine vom Punkte x^ ausgehende geodä- 
tische Linie, und wählen yi=r zur unabhängigen Veränderlichen. 
Setzt man 

80 nimmt die Variationsgleichung der genannten Linie die Form an: 

r r r 

dS=dJvdr=J{iP,)dy,+ . . . +{Pn)Syn]dr+ \ f^»y>+ - • • 



6) 






Vdr=0. 



Bedeuten ferner f, rjiy rji die Grenzwerthe der Grössen r, 
yiy yi't l^yi ^^^ Grenzwerth der Variation dyiy so ist 

Nun sollen aber die Variationen der Grenzwerthe der Goor- 
dinaten verschwinden, d. h. es soll 

sein; es ist also auch in Folge der letzten Gleichung 

6) Idyi^O 
zu setzen, wodurch 5) in 

7) dS=f{{P,) dy,+ ... MPn)»yn} dr=0 

^1 
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übergebt; aus dieser Gleichung folgt dann 

8) {Pi)=0. 

Um nun bestimmen zu können, bis zu welchem ihrer Punkte 
die Linie x'x zugleich kürzeste Linie ist, haben wir die zweite 
Variation von S auf ihr Vorzeichen zu prüfen. 

In Folge von 6) und 8) hat man 

»'S=f[fKP,)dy,+ . . . +d{Pn)dyn} dr. 

Die in Rede stehende Linie möge nun vom Punkte x^, dem 
Anfangspunkte der j^-Coordinaten ausgehen; man hat in diesem 
Falle offenbar den Coordinateu .^2 • • • y» ^^ d^™ Ausdrucke für 
d{Pi) constante Werthe beizulegen, also 

zu setzen, wodurch, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

r 

d^8= - / jdy^ ^- a^s} dyi+ . . . +*yn^^ «nnVn( d^7 



oder, wenn man partiell integrirt und den veränderlichen Punkt 
der in Rede stehenden Linie mit x^^^ bezeichnet, 

9) d'S=/{a,, {dy2y+ . . . +ann{dyuy} dr 



wird. 

Bevor wir zur Untersuchung dieses Ausdruckes für die zweite 
Variation von S übergehen, wollen wir die vom Punkte x^ aus- 
gehenden geodätischen Linien, die der gegebenen unendlich nahe 
sind, etwas näher betrachten; sie mögen mit (7 bezeichnet werden. 
Im Allgemeinen werden offenbar nur die Linien des Systemes C 
die gegebene schneiden können, die mit ihr in derselben Nnll- 
fläche liegen; diese Linien wollen wir mit C^ bezeichnen. Es 
sind dies also die Linien des Systemes C, deren Anfangselemente 

Vh in dem Flächenelement (— A«) sich befinden. Ist w der 

\Qo I 


X 

Winkel, den v^ mit — bildet, so hat man 



AnSin^^H — ^sin(0^— a?) 
sm c^ 
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WO 

ist; es ist mithin 

v^=X^-\-Lld(pi; also di2=«?x— A2=ZrK^i, 
und 

d cos 9?i = ^9?! JE'ix — = — sin 0^ dq?^ 

Qo 

(«) 
d cos (p2 = 8(pi ^LxfiH = cotg 0® cos (p^ i(pi 

d cos 9?n = Ä^iJ- ix/^K = cotg 0^ COS9?n<$9^i* 

Variirt man andrerseits die Gleichungen 3), so findet man, 
bei Benutzung der letzten Gleichungen, dass 

zu setzen ist. 

Wie schon vorhin bemerkt wurde, sind die Gleichungen einer 
beliebigen von x^ ausgehenden geodätischen Linie 

y2=9?i=const., y3=^2=const. . . . yn=V'n-i=const. 

Die Gleichungen einer dieser unendlich nahen zum System 
C® gehörigen geodätischen Linie sind nun nach dem Vorigen 

y2=9^i+M? y2=y^2 • • • yn=wn-u 

wo d(p^ constant ist. Schneiden sich diese beiden Linien im 
Punkte x^, so hat dieser sowohl die Coordinaten ^2 ? ^s • • • ^n 
(9^1 ; V^2 . . . v^n-i) als auch die Coordinaten ,y2+%2 7 ^s • • • yn 

Weiter unten werden wir zeigen, dass, wenn eine Linie des 
Systemes C^ die gegebene im Punkte x^ schneidet, sämmtliche 
Linien des genannten Systemes durch diesen Punkt gehen. 

Wir wollen uns nun zu dem Ausdrucke 9) von d^S wenden. 
Die Variationen unter dem Integralzeichen beziehen sich auf ein 
Curvensystem L, das der in Rede stehenden geodätischen Linie 
unendlich nahe liegt und durch die Punkte x^ und oc^^^ geht. 
Sind zx die laufenden Coordinaten einer solchen Curve, so hat 
man 

10) Zk=-yx+Syx, 

wo die Grössen yx constant sind, ihre Variationen dyx aber un- 
endlich kleine Functionen von r bedeuten, die so beschaffen sein 
müssen, dass die Curve durch die Punkte x^ und x^^^ geht. Ist 
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dann zwischen den letzteren Punkten kein Schnittpunkt vorhan- 
den; so müssen olBfenbar nach den obigen Erörterungen, damit 
die Curve durch den Punkt a?('> gehe, die Variationen dyx für 
r=^r^ gleich Null werden; in diesem Falle verschwindet also das 
zweite Glied des Ausdruckes 9). 

Ferner ist klar, dass unter derselben Voraussetzung die Va- 
riationen dyx für jeden Werth von r zwischen und r^ weder 

constant, noch sämmtlich gleich Nall sein, die Grössen dyx also 
auch nicht für jeden Werth von r verschwinden können. Be- 
findet sich mithin zwischen den Punkten x^ und aß^ kein Schnitt- 
punkt, so ist 6^8 für alle Linien, die mit der gegebenen in 
Concurrenz treten können, d. h. für alle Linien des Systemes Z, 

von Null verschieden und positiv, die geodätische Linie x^x^*^ 
also zugleich kürzeste Linie. Ist hingegen x^^^ ein Schnittpunkt, 
so hat man für r=r2 zwar auch dy^=dy^= , . . =dyn=0, dy^ kann 
aber jeden beliebigen unendlich kleinen Werth annehmen; in 
diesem Fall ist also 

1 1) d^S=-/{a22{dy2Y+ . . . +ann( Vn)*}^^~(««8 ^1/2 ^yi)r=n' 



Nimmt man dann zur Curve 12) eine Linie des Systemes (7°, 
d. h. setzt man 

dy2 = const., dy^=dy^= . . . =dyn=0, 

so wird für jeden Werth von r dyx=Q\ es verschwindet also so- 
wohl das Integral als auch das zweite Glied des Ausdruckes 11), 

und man hat 

6^8=^0. 

Hieraus folgt nun, dass die geodätische Linie x^x^^^^ wenn 
der Punkt a;^*) mit dem ersten Schnittpunkt zusammenfällt, in 
Übereinstimmung mit unserer Behauptung, die Eigenschaft des 
Minimums nicht mehr besitzt. Weiter unten werden wir auf den 
Fall, dass der Punkt x^^^ über den ersten Schnittpunkt hinaus 
liegt, zurückkommen und direct zeigen, dass unter dieser Voraus- 
setzung Linien des Systemes L existiren, die kürzer als die ge- 
gebene sind. 

Wir haben nun die Coordinaten des ersten Schnittpunktes 
zu bestimmen. Im § 11 wurde gezeigt (Gleichungen 27)), dass 
sich die Gleichungen 
12) Ndx^=^X^8r-\-C^d(p 
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auf die vom Punkte x der geodätischen Linie x^x ausgehenden 
Linienelemente beziehen, die in der von x^ ausgehenden geodä- 
tischen Fläche (AxAx)* liegen, und dass die Gleichung 

diejenigen in der letzteren sich befindenden von x^ ausgehenden 
geodätischen Linien C" bestimmt, die der gegebenen unendlich 
nahe liegen. Setzt man daher in 12) d<p==daj so werden die 
Punkte Xn+öxtf auf der Linie dq)=da liegen. Hieraus folgt nun 
aber fast unmittelbar, dass die Gleichungen 
13) XJr+C.da=0 

die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, 
dass die geodätische Linie x^x im Punkte x von Linien des 
Systemes C7" geschnitten wird. 

Multiplicirt man 13) mit Xh und summirt, so erhält man 
dr=0] multiplicirt man dieselbe Gleichung mit C« und summirt, 

so wird da2^Cl=0. Hieraus folgt, dass die Bedingungen dr=0 
und Ch=0 gleichbedeutend mit der Bedingung 13) sind; oder, 
da, wie wir gleich zeigen werden, das Verschwinden der Grössen 
Cx das Verschwinden von dr nach sich zieht, dass die Gleichungen 
•i A^ ^ n^/o" . COS©'' Ov cos©"- _ _ 

sm 6^ sm (y^ 

die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür bilden, 

dass die Linie x^x im Punkte x von Linien des Systemes C" 
geschnitten wird. 

x^a sei die in Rede stehende geodätische Linie, x^b die 
Linie dq)=da=const des Systemes C". Von dem Punkte a jener 
Linie werden dann unendlich viele Linienelemente ausgehen, deren 

Endpunkte auf der Linie x% liegen. Unter diesen Elementen 

befindet sich ein Element aß, für das r=const., also ^=0 ist, 

und 

15) Ndx^=CM. 

Lässt man nun den Punkt a mit dem Punkte x, für den Cx=0 

ist, zusammenfallen, so fällt in Folge der letzten Gleichungen der 

Punkt ß ebenfalls mit dem Punkte x zusammen, der letztere ist 

also ein Schnittpunkt der Linien x^a und x%\ dabei hat man 

*) X^ ist ein beliebiges auf dem Anfangselement A^ senkrecht ste- 
hendes Element. 
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x^ax^x%x=^r. Da das Vorige offenbar ftlr jeden (unendlich 
kleinen) Werth von da gilt, so sehneiden sieh im Punkte Xy wenn 
in ihm Cx=0 ist, sämmtliehe Linien des Systemes C" und be- 
sitzen, in Übereinstimmung mit unserer Behauptung, die gemein- 
schaftliche Länge r. 

cos^' 
Da ^CxLx= — =~jäö^ ^®*^ ®^ ^*°° ^^® Gleichung 14) nur 

dann bestehen, wenn ihre beiden Glieder einzeln verschwinden. 
Es ergeben sich mithin als nothwendige und hinreichende Bedin- 
gungen dafQr, dass die geodätische Linie x^x im Paukte x von 
den Linien des Systemes C" geschnitten wird, die Gleichungen 

16) sm^]Ax+-.--Q5iK[=0, 17) -.-riöP=0. 

Hieraus und aus dem, was zu Anfang dieses § über den 
Differentialquotienten ^^ gesagt wurde, lassen sich nun die fol- 
genden Schlüsse ziehen. Die geodätische Linie x^x ist, wenn 
sie keine ausgezeichneten Punkte enthält, in ihrer ganzen Aus- 
dehnung zugleich kürzeste Linie; sind hingegen solche Punkte 

vorhanden, und gehört die Linie selbst zu den Linien i^S so 
besitzt sie nur bis zu einem gewissen Punkte x^ die Eigenschaft 
des Minimums. Für q^ und $^, die Coordinaten dieses Punktes 
in der Nnllfläche, in der x^x sich befindet, hat man die Glei- 
chungen 

17) ]~=2G-H,{e)-H,{Q,)=Q 
oder die Gleichungen 



17») 






jenachdem 0^^ - ist. 

Fällt x^ mit einem ausgezeichneten Punkte zusammen — 



n 



d. h. ist 0^=s — 8ö ist die Linie x^x nur bis zum nächsten 

ausgezeichneten Punkte zugleich kürzeste Linie ; P wird nämlich 
in diesem Falle, wie wir im vorigen § zeigten, gleich Null, so 
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oft der bewegliche Punkt x mit einem ausgezeichneten Punkte 
zusammenfällt. 

Besitzt femer die in Rede stehende Linie nur einen ausge- 
zeichneten Punkt, so wird der Punkt x^ durch die Gleichungen 

18) ^||=^(^)+ff(eo)=0 

oder durch die Gleichungen 



18*) 



1 $i=ö>L+< 



bestimmt, jenachdem der ausgezeichnete Punkt ein Maximal- oder 
Minimalpunkt ist. 

Selbstverständlich kann es in diesem Falle vorkommen, dass 

den Gleichungen für ^^ ^^^ ^^ ^^^^ Punkt der Linie x^x ent- 
spricht, d. h., dass sie in ihrer ganzen Ausdehnung zugleich 
kürzeste Linie ist. 



Gehört endlich die Linie x^x zu den Linien ^=const., so 
wird die Lage des Grenzpunktes (bezw. Schnittpunktes), wie wir 
im vorigen § fanden, durch die Gleichungen 

^1=^0^^ d.h. *i=4^^ 

bestimmt, und in diesem Punkte wird P=0, wenn man für die 
Umgebung des Werthes ^o <ii® Reihe 

19) N^Q'=NlQl-a,{Q-Qoy+ .... 

hat. Für jede andere Reihe aber wird, wie ebenfalls aus den 
Formeln des vorigen § hervorgeht, die in Rede stehende Linie 
von keiner Linie des Systemes C geschnitten, sie ist mithin in 
ihrer ganzen Ausdehnung zugleich kürzeste Linie, und P ver- 
schwindet für keinen Werth von r. Hiermit haben wir unseren 
Satz vollständig bewiesen. 

Es sind nun noch die Gleichungen 16) zu berücksichtigen. 
Ist 4>i gleich einem Vielfachen von n, also sin^*=0, so sind die 

Gleichungen 16) für jedes Element xl erfüllt, in diesem Falle 

wird die Linie x^x im Punkt x^ von jeder Linie des Systemes 
C geschnitten •, ist hingegen sin <&i:^0, so müssen die Gleichungen 

13 
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ataUflnden, was offenbar nicht andere mOg^Iich ist, als wenn das 

Element X"^ in der Nailflaehe ( "ll) liegt. In diesem Falle wer- 
\eo } 

den nur die Linien des Systemes C durch den Punkt x^ gehen, 

die in der genannten Nnllfläche liegen, d. h., wie es auch sein 

muss, die Linien des Systemes C*. 

Wir wollen nun noch zeigen, daes, wenn der Punkt a^*> über 
den ersten Schnittpunkt hinaus liegt, 
Linien des äystetnes L existiren, die 
kurzer sind als die in Rede stehende 
geodätische Linie «"oa: '«'*'. UnbeBcha- 
det der Allgemeinheit können wir an- 
nehmen, der Punkt x'-*^ befinde sich in 
einer solchen Entfernung To m Fun kte 
, dass die geodätische Linie ai'x^'' zu- 
gleich kürzeste Linie ist. x^ßx^ sei 
dann eine beliebige Linie des Systemes 
C", ßx'- sei unendlich klein, und durch 
die Punkte ß und x'^*^ denke man sich 
die geodätische Linie ßocf'^' gelegt, die in 

Folge der vorigen Annähme ebenfalls zugleich kürzeste Linie ist. 
Unter diesen Voraussetzungen hat man 

Kun ist aber, als kürzeste' Linie 

'ß^^^<ß^'-\-~^'x<^\ 
die Linie x^ax'x^*^ ist also, was zu zeigen war, grösser als die 
gebrochene Linie x'^ßx^'^*. 



* Dieser Beweis rührt von Jacobi her, und Ist von diesem — Dy- 
namik, 6>« Vorieaang, Seite 46 ~ auf die g^rössten Kreise einer Kngel 
angewandt worden. 
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§ 21. n-faohe iV^-Maimigfaltigkeiten in (?i+l) fachen. 

Setzt man in den Ausdrnck 

1) d8^=N\dxl+ . . . +dxl) 

für das Quadrat des Linienelementes einer w-faehen ^-Mannig- 
faltigkeit 



n 2 

*Z/K=^Axj ^»*Ax^=l; Ph^^^Qi^x} 
1 



SO erhält man 



nnd diese Gleichung geht in 

2) ds'= ^f (d/+%?+ . . . +dyl) 

über, wenn y der Gleichung 

3) dy^=?^de^-del 

genttgt. Diese Gleichung stellt nun oflfenbar eine w-fache Mannig- 
faltigkeit dar, die in der (w-f-l)fachen Mannigfaltigkeit 2) liegt, 
und deren Linienelement auf die Form 1) gebracht werden kann. 
Hierbei hat man als gegeben zu betrachten, entweder y als 
Function von q (oder von ^j), oder q^ als Function von q. In 
diesem Falle geht 3), wenn Q^=f{Q) ist, in 

4) dfJ^^-^d,^ , 

über; in jenem, wenn y=(p(Qi) ist, in 

5) ^=^f yT+?(^- 

Es möge nun 

sein, die Mannigfaltigkeit 2) also die (w+1) fache ebene; dann 
hat man für y 

und diese Gleichung stellt eine w-fache Mannigfaltigkeit dar, die 
in der (w-f-l) fachen ebenen liegt, und deren Linieijelement auf 
die Form 1) gebracht werden kann. Dabei bestimmen die Glei- 
chungen 
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7) 



6i 



die Coordinaten der n-fachen Mannigfaltigkeit als Functionen der 
rechtwinkligen Coordinaten y, ^i • • • yn der (w+1) fachen ebenen. 

Die Gleichungen 6) und 7) bilden eine besondere Lösung 
gewisser partieller Differentialgleichungen; die bei der Behand- 
lung der folgenden Aufgabe zu Tage treten, y, yi . . . yn seien 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der (w+1) fachen 
ebenen Mannigfaltigkeit^ x^^ . . .Xn n von einander unabhängige 
Veränderliche; die Gleichungen 



8) 



y =y {x^... Xn) 
Vi =^yi («^i • • • »^n) 



. yn — yn\^i • • • ^n) 

bestimmen dann eine n-fache Mannigfaltigkeit, die in der (n+l) 
fachen ebenen enthalten ist. Es soll sich nun, und das ist die 
in Rede stehende Aufgabe, darum handeln, die Functionen 8) so 
zu bestimmen, dass das Linienelement der ?}-fachen Mannigfaltig- 
keit auf die Form 1) gebracht werden kann, worin N^ eine ge- 
gebene Function von q=yxI'\' . . . +Xn ist. 
Setzt man 



dy öy^%i<9yi^ 



dxi Bxh *"' 



en 



ÖXi dx, ' dxi dx, 

so bilden die --^— —^ Gleichung 

9) a,„=0, aa^N^ 

die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass 

das Linienelement der Mannigialtigkeit 8) die Form 1) besitzt. 

Eine besondere Lösung dieser Differentialgleichungen sind 
nun die Gleichungen 6) und 7), denen man auch die Form 



10) 



I H^-'-mi'^ 



y 1 = Nx^ 



yn— NXn 

geben kann. 

Für w=2 und iV^=l lässt sich die allgemeine Lösung der 
Gleichungen 9) leicht in folgender Weise ermitteln. 
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Es ist klar, dass in diesem Falle die Gleichungen 8) mit 
den allgemeinen Gleichungen der abwickelbaren Flächen — der 
Flächen von dem Krttmmungsmass Null — zusammenfallen. Sind 
daher- 

11) v=vWj Vi='niMj V2=vM 

willkürliche Functionen der Veränderlichen w, und setzt man 
so nehmen die Gleichungen 8) die Form an: 

13) {yi=m+v''' 



WO V eine zweite unabhängige Veränderliche bedeutet, und man 
hat, wenn zur Abkürzung 

(S)"=(S)'+(S)'+(^)' 

gesetzt wird, 

15) dy^+dyl+dyl=-dv^+2dvd8+ ^l+v^ljY^^dsK 

V und 8 sind nun so als Functionen der beiden neuen unab- 
hängigen Veränderlichen x^ und x^ zu bestimmen, dass die rechte 
Seite der vorigen Gleichung gleich dxl+dxl wird. Zu diesem 
Zweck hat man bekanntlich die Differentialgleichung 

dv^+2dvd8+ \l+v^(^Yid8^=0, 

oder, was dasselbe ist, die beiden Gleichungen 

dv+ds+iv-ir d8=0 
ds 

zu integriren, deren Integrale 

^ _ g T ic {const. —/e ^ **d«}, 
oder 

V cos e+y cos e d« Jhi {v sin e+J'sm e ds] = const. 

sind. Setzt man dann 

^ ip=v cos e+/GOS ed8 

} qz=v sin e+/sin edSy 
und 
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wo f eine willkürliche Function von p+iq bedeutet, und f^ aus 
f hervorgeht, indem in f statt i —i gesetzt wird, so bekommt 
man 

Damit nun 

wird, muss 

f\p+iq)=a+bi+{QOS a-^-i sin a)(p+iq)=Xi+ix^ 
sein, wo a & und a willkürliche Constanteu sind; es ist mithin 
. ixi = a+VGOf^{€+a)+/cos{e+a)d8 

f X2=b+v sin {€+a)+/Bm {e+a)d8. 
Diese Gleichungen und die Gleichungen 13) bilden endlich 
die allgemeine Lösung der Gleichungen 9) für den Fall, dass 
w=2, ^=1 ist. 

Wir wollen nun zu den Gleichungen 6) und 7) zurückkehren 
und ein vom Punkte cr^ . . . Xn der n-fachen Mannigfaltigkeit, 
also vom Punkte yyi • • • ^n der (w+1) fachen ebenen aus- 
gehendes Linienelement ds, das in beiden Mannigfaltigkeiten liegt, 
betrachten. A^ ... An seien seine Richtungscosinus in der n-fachen, 
fjL fjL^. . . fXj^ seine Richtungscosinus in der (n+1) fachen ebenen 

Mannigfaltigkeit : 

dx,, dy dy^ 

wo y und y^ die Werthe 10) besitzen. Man hat dann 

- 



18) 



Q -j— COS O 

18«) f,^=x^+-^^^ 1«. 

Die Richtungen der Coordinatenachsen der (n+1 )fachen 
ebenen Mannigfaltigkeit sind hierbei als gegeben zu betrachten. 

Bezeichnet man wieder die vom Punkte x ausgehenden n 
orthogonalen Linienelemente, die durch positive Änderung je nur 

einer a;-Coordinate entstehen, mit ds, so erhält man die Riehtungs- 



* Siehe Gauss, Band IV, Seite 1%. 
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(i)(i) (i) ß) 

Cosinus fx fji^ .. . fjLn des Elementes d«, indem man in 18) Ak = 0, 
Xi=\ setzt, man hat also 

läNgV 
\ dg ) Xi 




19) { ^ ^^ e 

^ dN dN 

Eliminirt man ans 18) mit Hülfe von 18*^) die Summe 

^«—^-5-^, SO erhält man offenbar die nothwendige und hin- 
X Q ds 

reichende Bedingung dafttr, dass das vom Punkte y yi . . . ^n 
(a?i . . . iCn) ausgehende Element ds in der w-fachen Mannigfaltig- 
keit liegt. Die Gleichungen 18*) geben nun, wenn man mit 

— =— multiplicirt und in Bezug auf x summirt, 
Q Qi 

1 Qi dQ i Q ds 
und hierdurch geht 18) in 

über. Das Element ds liegt also dann und nur dann in der n- 
fachen Mannigfaltigkeit, wenn seine Richtungscosinus dieser Glei- 
chung genügen. Ist das der Fall, so hat man für seine Richtungs- 
cosinus Xh in der n-fachen Mannigfaltigkeit — d. h. in dem n- 

(i) 

fachen Element {ds) — 

dN 



Ää) ^H f^H 



dQ '^ y„ 



■l/i^«_/'^^e\*ei 



de I 

Die Gleichung 20) nimmt in diesem Falle die Form an: 

dNg 
23) Z^fJ'x—= dg CO80, 



^1 



N 



wo & der Winkel ist, den die Verlängerung der Nulllinie Ox 
über X hinaus mit dem Element ds einschliesst. 

Die Bedingungsgleichung 21) kann man natürlich auch mit 
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Hülfe der Gleichungen 19) finden. Ist nämlich A,- der Cosinus 

(i) 

des WinkelS; den die Elemente ds und ds einschliessen, so hat 
man 

(0 n (0 

1 

ds liegt nun dann und nur dann in dem n-fachen Element 

(») 
(d«), wenn 

ist, hieraus lässt sich aber durch eine einfache Rechnung die 
Gleichung 21) ableiten. 

Zum Schlüsse möge hier noch folgende Bemerkung Platz 

finden. Wir fanden im § 3, dass für die geodätische Linie x^x 
der Winkel 

4^= 

ist, wo R die Länge der Curve Q=QQ=Q,ox\s>i. zwischen den Null- 
linien Oaj® und Ox bedeutet. In der Mannigfaltigkeit 6) ist also 

$=— • 

Für w=2 ist R der Bogen des durch den Punkt x^ gehen- 
den Parallelkreises zwischen den durch die beiden Punkte x^ 
und X gehenden Meridiancurven ; q\ der Radius dieses Parallel- 
kreises. 

§ 22. Beispiele. 

In diesem und den nächsten §§ sollen die Mannigfaltigkeiten 

von denen wir wissen, dass sie für w=2 das constante Krtim- 
mungsmass K besitzen, betrachtet werden. Ist K von Null ver- 
schieden, so darf c nicht gleich Null sein. Der Fall K—0 soll 
später besonders behandelt werden. 

Femer wollen wir c gleich einer positiven Zahl setzen, was 
unbeschadet der Allgemeinheit geschehen darf, da der Fall eines 

negativen c mit Hülfe der Substitution 9, § 4 — a?x = — y«, 
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^j = yyi-|- . .. -|-yn= 2 — auf den eines positiven zurückgeführt 

werden kann. 

Es möge nun zuerst K positiv sein. Von den Wurzeln der 
Gleichung 

dNz __ cz^ -\ 1 - g V^) _ 

^ dz ~' (l+«Vj' ' 

worin 

2») 0«=^'"' 



4c 



2 



ist, kommt hier nur die Wurzel 2 =-^7- in Betracht, und diesem 

Werth von z entspricht ein Maximum der Function F{z)=N*z^. 
Da femer F{0)=F{o6)=0 ist, so besitzen die Mannigfaltigkeiten 

1), ausser den Nulllinien und den Linien 2;=const.=-iT:, lauter 

a '^ 

Linien Lm^ Dabei haben sie einen Nullpunkt und einen im 
Endlichen gelegenen Punkt mit unendlich grossen Coordinaten. 
Diese beiden Punkte können aber nur dann als Anfangspunkte 
Riemannscher Coordinatensysteme benutzt werden, wenn c=l ist, 
da nur in diesem Falle {N)e=^ und {Nq)z=o, endlich sind. 
Zur Abkürzung setzen wir nun 

3) ««2*^ = !*, 

so dass u=l die hier in Betracht kommende Wurzel der Glei- 
chung ——=0 ist. Die Gleichung N^z^—Dl=0 hat dann die 

CvZ 

Wurzeln 



4) 






«m. 



_ l-2aWl+]/l-4aWl 

~ 2aWl ' 

wo «m<l) am,>l> nnd ttmMm,=l ist; dabei entspricht «m einem 
Minimal-, Um, einem Maximalpunkte. 
Femer ist 

f =,-n o_l/«iii(H-«)_l/«m.U_±«) 

..MO ^ — g^C^ — ^m) (l— t^m ^) _. «l/(Wm, — u) (Um,U — 1) 
y tt (1 +«m) y » (1 +Mm,) 



5) 
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6) 



Wir ftthren nun statt u den Winkel 9? ein: 

u — Um o l—UtnU 



sm\= 



C08V = 



(l+w)(l-tO' ^ (l+t^)(l-Wm)' 

Wm+(l~Wm)BinV 



M = 



1 — (1 — Wni)8inV 

Hierdnreh wird 

und für die Nulllinien (ttm=0) 

. a w _ 1 

sin V=r-r> cosV=^-. ? 
7*) { I+m' ^ 1+w' 



Man hat also 



8) 



1+M 1+« 



9) 



10) 



/^ _2£^{u— Mm) ( 1 — «*iii«) _ sin VKv cos 

sin € ^ A 1*JI1 y^^ 

(1 +u) (1 ~ ttm) cosyZrm 

_(1— tt)(l+Win)_ cosl/Xr ^ 

( 1 + W) ( 1 — Wm) COSy^ÄTm ' 
€)/( W — ttm) ( 1 — UmU) _ COS @ 

/tt (1 — Um) CO&yKXm 

}/um{i—u) 



C08^Krm= 



sincc<Pm= 



GOSC0m = 



= CO tg y^'r tg ^KXm- 



■|/w(l— ttm) 

Wir betrachten nun wieder eine vom Punkte x^ ausgehende 

geodätische Linie, deren Anfangselement die Richtungscosinus X^ 
besitzt. Für den Winkel ^ hat man 

^oQo 
wo R die Länge der Curve q = const. = ^0 zwischen den NuU- 

linien Ox^ und Ox bedeutet. R ist hierbei nach der Seite der 

Linie Oa^ zu zählen, nach der das Element kl liegt, und wächst 
fortwährend mit r. Es ist dann 

( _^_ ri„ 0=-^ sin eo=y-f-=^, 

1+M 1+Mo l+Min l+M™ 



11») 



oder 



. sin fKx sin e=8in ■\/KXo sin &>=6m fKXni=»in-^ Kx'^\ 



11) 
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Die Gleichungen 9\ 10) und 11) geben nun fast unmittelbar: 

. A^ sin ^/Kx cos ^/KxQ cos O— cos ^/Kx sin V^'r« cos 0<* 
12) 8inyAr= ^ .— ^ ^^ ^^ 



cos ^')/Kx 



m 



1 Q^ /^ _ ^^® V^^ ^^^ y^^o + sii^ y ^ 1^ siJi l^^o cos cos 0^ 

cos *}/^rm 

. ^ sinl/Ä'rm8in]/Ä'r 

14) sm c$= — ^/^ /=— 

sinyZrsinyÄ'ro 

t09,^/Kx cosl/^to sin *y ^tm + sin VKx sin i/ä^To cos S cos ©o 

15) cosc$= — '- — - — ,^ ; — , - . — 7=r^ J 

cos V^tm sm y Zr sm y Zto 

woraus folgt 

sin 0^ sin ^/Kr sin & sin VÄ'r 

16) sinc<P= 7^=^^ = j=^ 

sin yKx sin \KXq 

1 7 ) cos]/^r = cos y^r cos '^KXq + sin ]/Z r sin ^KXq cos c <P 

sin '^KXq cos yZr+cos l/iTto sin ^Kr cos 0^ 



18) cosc$= 



sin yj^r 
sin y^STr sin 0® 



19) tffc4^= -- — 

sin ^KXq cos y^rH- cos ^KXq sin ^Kr cos 0^ 

Endlich geben die Gleichungen 9), 10) und 11) noch 

20) cos y Zr = cos ^Kr cos ^KXq — sin Y^r sin y^i^o cos O^ 

cos y^^ro = cos ]/Kr cos y^r +sin yi'r sin '^Kx cos 

sin y^r cos 0=8in y^'r cosy^STro+cos ]/Kr sin yÄ'to cos 0^ 

— sin ]/KXfi cos 0^= sin ]/Kr cos yff r — cos yjTr sin ]/Kx cos 

21) sin ^KXq cotg y Ä'r = cos c <& cos ^KXq — sin c 4> cotg 0^ 
21*) sin y Zr cotg ]/KXo = cos c <p cos y^r + sin c <P cotg 

COS0 =cos c<P cos 0^+sin c$ cos y^Tto sin 0^ 
cos0^=cos c<P cos —sin c0 cos y^'r sin 0. 
Diese Formeln zeigen nun, dass zwischen den Grössen 

22) c^=A, 7i-&^=B, 0=(7, iKr=a, iKx=h, yZro=c 
dieselben Beziehungen bestehen, wie zwischen den Seiten ab c 
und den Winkeln ABC eines aeodätischen Dreiecks einer 
Mannigfaltigkeit von dem constanten positiven Krümmungs- 
masse K. 
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Eine einfache Rechnung zeigt ferner^ dass 

^-^ xc sin yKXm cos ö cos C^ 

man hat also 

/ / 5$ sinl/jK'r A^osinc^ 

Beachtet man, dass, da c*ni<^ ist, c<P in Folge der zweiten 
Gleichung 11) dann und nur dann gleich einem geraden Viel- 
fachen von n ist, wenn €o=«7 *m=*m> abo ro=r, und rm=»'m 
ist; dass ferner c<P dann und nur dann gleich einem ungeraden 

Vielfachen von n ist, wenn €o = — c, c(*m+^m)=:7r, also in Folge 

der zweiten Gleichung 10) uUq=\, mithin y^(rm+rm)=:7r, so 
folgt aus den Gleichungen 11), dass 

yKr=-c0 
ist, wenn c0 gleich einem Vielfachen von n wird. 

Die Gleichungen 19) und 20) bilden nun die Lösung der 
Aufgabe: „Die auf den Punkt x^ bezogenen Riemannschen Coor- 
dinaten eines Punktes x sind gegeben, man soll seine a;-Coordi- 
naten bestimmen.^ 

Die Gleichungen 17) und 21) können zur Lösung der umge- 
kehrten Aufgabe dienen, es ist aber hierbei zu beachten, dass, 
wie wir gleich zeigen werden, zwischen zwei gegebenen. Punkten 
mehrere geodätische Linien möglich sind. 

Die Gleichung P=0 hat die Wurzeln 

für die yjf'r entweder gleich tz—'^KXq, oder gleich ^Kx^ ist, je- 
nachdem m eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. Bezeich- 
net man daher den Punkt, bis zu dem die geodätische Linie x^x 
zugleich kürzeste Linie ist, durch x% so hat man 

24) l/Zri=c$i=jr, yZr^=:7r~-|/Zro. 

Es gilt dies übrigens auch dann noch, wenn die Linie x^x 

zu den Linien z^^=(toii^L=—^ gehört. In diesem Falle hat man 

a^ 

nämlich Qo=-if^f und, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

a ' 






§ 22. Beispiele. 205 

dies ist aber die Reihe 19)^ § 20, es ist mithin, was zu zeigen 
war, c4^^=jr. 

Endlieh ist noch zu bemerken, dass in den Mannigfaltig- 
keiten 1) für entsprechende Punkte 

ist. Aus rm+rf^=rm^ folgt nämlich 9?i +9^2 = 9? ^^^ hieraus und 

aus 6) Ui ^2 = 1. 

Wir wollen nun die geodätischen Linien bestimmen, die durch 
zwei gegebene Punkte gelegt werden können. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir die von einem gegebenen Punkte ausgehenden 
geodätischen Linien. Das System dieser Linien soll mit C be- 

zeichnet werden, unter C ** sollen die Linien des Systemes C 
verstanden werden, die in der gegebenen Nullfläche 1— A^j liegen. 

Endlich wollen wir die Linien des Systemes C ", die auf der 
Seite der Nulllinie Ox^ liegen, auf der das Element Xl sich be- 

findet, mit (7+, die übrigen mit C_ bezeichnen, unter diesen 
Voraussetzungen schneiden sich sämmtliche Linien des Systemes 

G^ in den Punkten 

26a) ^c*i+=7t, -|/Zri=7r~-/Zro, 



wo also die Winkel *+ nach der Seite der Linie Ox^ zu zählen 
sind, nach der X^ liegt; sämmtliche Linien des Systemes C— in 



in den Punkten 



25^) 



wo die Winkel nach der Seite der Linie Ox^ zu zählen sind, 

nach der Xl nicht liegt. Dieser Satz folgt fast unmittelbar aus 
der Gleichung 21). 

Ist dann c irrational, so entspricht jedem Winkel der Reihe 
25*) — oder 25^ — eine andere Nulllinie, und die Anzahl der 
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Schnittpunkte ist unendlich gross; dabei fällt kein Punkt der 
Reibe 25^) mit einem Punkte der Reihe 25^) zusammen. Ist hin- 

gegen c== -, wo ^ und q relative Primzahlen sind (also c eine 

rationale Zahl), so schneiden sich die Linien des Sjstemes CJ^ 
in den Punkten 



26*) 






die Linien des Systemes GJl in den Punkten 



26*») 



p 

^2 — n, 
P 



^Kx^ =jr— ]/i:ro, 
}/Kx^ ^fKXQ, 



?2P 



^2p=^^^, iKx^^=fKx^, 



P 
wo fiq^q^moA{2p) 

ist. Die Reibe ^i ^2 • • • i%v ^^^ bekanntlich bei einem ungeraden 
q eine Permutation der Reibe 1 2 . . . (2jp — 1); bei einem ge- 
raden q (also ungeraden p) hingegen ist die Reihe Ji ?2 • • • 2p 
eine Permutation der Reihe 2 4...2(p~l), und man hat 

?a=?a+p, also zwar <Pa=<Pa+p, aber ]/Ä'ro=:7r— y^Ta+p. Hier- 
aus folgt nun fast unmittelbar, dass für ein beliebiges q jedes 
der beiden in Rede stehenden Systeme 2p von einander verschie- 
dene Schnittpunkte besitzt. Die zwischen zwei Schnittpunkten 
gelegenen Stücke der in Rede stehenden Linien haben, da, wie 

wir vorhin zeigten, }/irr=c<&, wenn c<& ein Vielfaches von n ist, 
dieselbe Länge. 

Zählt man die Winkel *~ nach der Seite der Linie Ox^, 
nach der die Winkel <&"'" gezählt werden, so ist 



<p; 



.-_2p-?c 



p 



7t. 
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Da nun in Folge der Relation ja+g'«p-o=2jt>, <Pr=^ä-a ist, 
und da ferner ra=r2p-a ist, so stellen die Reihen 26*) und 26^) 
dieselben Punkte dar, und zwar in der Weise, dass der Punkt 

$~ der Reihe 26^) mit dem Punkte 0tp-a der Reihe 26») zu- 
sammenfällt. In den Punkten 26*) — oder 26^) — schneiden sieh 
mithin die Linien beider Systeme, d. h. die Linien des Systemes 

C ". Endlich schneiden sich die Linien des Systemes C, d. h. 
sämmtliche vom Punkte x^ ausgehenden Linien, im Punkte <p2p, 
d. h. im Punkte x^; und im Punkte 

^p=j^, yKXp = YKxQ, oder=7r— y'Ä'to, 
jenachdem p gerade oder ungerade ist. 

Wir wollen uns nun zu der Gleichung 

27) 2:---=cos3> 

wenden; ^^<7r sei wieder die kleinste positive Wurzel dieser 
Gleichung, dann enthält die Formel 

28) ^=2/ijr+*i, 

wo ju eine ganze positive Zahl bedeutet, alle hier in Betracht 
kommenden Wurzeln von 27). Durch die ir-(Joordinaten der 
Punkte x^ und x ist die Nullfläche bestimmt, in der die zwischen 
x^ und x möglichen geodätischen Linien liegen. Die Gleichung (21) 

29) cotff eo^ ^Qsy^-^^o cosc^-sin ]/ZroCotgl/Zr 
^ ^ sin c<|> 

bestimmt die Lage des Anfangselementes der entsprechenden 

Linie in der genannten Nullfläche, und zwar, wenn nicht c0=iim 

ist, eindeutig; ist c0=mjtf so giebt die vorige Gleichung, wie 

vorhin gezeigt wurde, unendlich viele Werthe von 0®. 

Dabei liegt der Winkel S^ auf der Seite der Linie Ox^, 
nach der der Winkel * gezählt wird; also für die Winkel 

^^=2/jui+^j^ auf der Seite von Öx^j nach der ^^ gezählt wird, 
für die Winkel 0~=^2jujc—0^ auf der entgegengesetzten Seite. 

Ist nun c irrational, so gehen unendlich viele Linien durch 
die beiden Punkte, ist hingegen c= - rational, so folgen aus 29) 
nur für die Winkel 
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(c0t-^^^^ 






ic0i — -^-n—^^. 
ff ff 


ff ff 






C0T ^n U, 
ff ff 


ff ff 

• 


^ 


30»») 


ff ff 

• 


• 


f^*. 


• 

l « ''ff ff 



verschiedene Werthe von 0®: im Allgemeinen werden also 2q 
geodätische Linien durch die Punkte x^ und x gelegt werden 

können; von diesen bilden aber die Linien, die den Winkeln ^t 
und4>^, woa+/5=g+l ist, entsprechen, eine geschlossene Linie, 
durch zwei Punkte der in Rede stehenden Mannigfaltigkeiten 
lassen sich mithin im Allgemeinen q geschlossene Linien (L^ i, 

. . Lq) legen. Es ist hierbei zu beachten, dass c^t+c^ß =2p7t 

ist, also in Folge der Gleichung 29) ©«=71—0^, und in Folge 
der Gleichung 21*), die zur Bestimmung des Winkels .0 dient, 
ß^=ji—ßß. Da, beiläufig bemerkt, wie wir im § 8 sahen, eine 

Linie Lm\ wenn - — =" ist, von einem beliebigen ihrer Punkte 

71 p ° 

aus g mal den Nullpunkt zu umkreisen hat, um in sich selbst 

zurückzukehren, so muss ^a +*7=^?^s®i^7 wasinder That der 
Fall ist. 

Wir haben nun noch die Ausnahmefälle zu berücksichtigen. 

Ist c^t=mjij so hat man auch c$^i_o=(2jp— m)7r=miJi, und 
m und m^ sind entweder zugleich gerade oder zugleich ungerade. 
Bei einem ungeraden g kann ferner nur ein Glied der Reihe 30*) 
— und der Reihe 30^) — gleich einem Vielfachen von n sein * ; 
bei einem geraden q können nur zwei Glieder dieser Reihe Viel- 
fache von jr sein. Ist nämlich c^t =mnj so hat man auch 



* Wäre nämlich c$^=m7r, c^i"=mjjr, so müsste — (a — ß)z=m^ 

sein, dies ist aber bei einem ungeraden q nur dann möglich, wenn 
a — ß=q ist, woraus unsere Behauptung unmittelbar folgt. Ist hingegen 

q gerade, so kann auch a—ß=^ sein, c^j" und c$j^ «, und nur diese 
beiden Winkel können also gleichzeitig Vielfache von ti sein. 
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und m und m^ können weder zugleich gerade noch zugleich un- 
gerade sein. 

Es möge nun erstens c^t=nm sein; ist dann bei geradem 

m r^Vo, bei ungeradem m y^r^jr— j/iTto, so ftllt die Linie 
La weg; treten hingegen an Stelle der letzten beiden Unglei- 
chungen Gleichungen, so entsprechen dem Winkel c^ty wie wir 
vorhin zeigten, unendlich viele geschlossene Linien. Abgesehen 
von dem letzten Ausnahmefall können also bei einem ungeraden 
q auch nur q—1, bei einem geraden q auch nur q—2 geschlos- 
sene Linien durch die beiden Punkte gehen'*'. 

Zweitens sei ^=ni7t. In diesem Falle gilt der am Schlüsse 

des § 13 angeführte Satz; jenachdem ^'<- "--=±1 i®t> hat man 

in 30») und 30^) *i=0, oder =;;« zu setzen. 

Die am Schlüsse des § 18 ausgesprochene Behauptung, dass 
sich ein in einer Nullfläche befindliches geodätisches Dreieck der 
vorliegenden Mannigfaltigkeiten wie ein geodätisches Dreieck 
{abc) der Mannigfaltigkeiten mit constantem positivem Krüm- 
raungsmasse verhalte, lässt sich zwar leicht mit Hülfe der Dif- 
ferentialgleichungen 31) und 32) desselben § beweisen, wir wollen 
aber hier den Beweis direct mit Hülfe der Formeln 16) bis 22) 
dieses § fahren. 

Man hat für das zuletzt genannte Dreieck die Fundamental- 
formeln 



* Damit 
wird, muss 



c^^ = tnjt oder ={in+p)jt 



P 

sein, wo 

mq=fzp + qm, und m und ^m=12. ..p — 1. 
Für ein gerades q muss dann qm ebenfalls gerade sein, wodurch auch 
fi gerade wird. In diesem Falle ist 

2(a — 1)=A<, und 2(ai — l)=/44-g. 
Ist q ungerade, so kann ^m jeden Werth der vorigen Reihe an- 
nehmen. Jenachdem fi gerade oder ungerade ist, hat man in diesem 

Falle 

2(a--l)=|U, oder 2(a — 1)— /i + g. 

14 
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§ 02. Beispiele. 



I l 



^^ sin aisinb: sin c=BiD ^ : sin B iBinC 
^^ co8a = cos&cosc +8io6 sine 608-4 
») cosft = co8c cosa + sincsinacosB 
^^ C08C = cosa cosft H-sinasinft co8(7, 
nnd die hieraus sich ergebenden Gleichungen 
^^ co8il= — cos Ä cos C+sin -Sein C cosa 
®> cos J8== — cos G cos >4+sin sin ^ cos ft 
'^ eosO^ — cos^cosiB+siniiBin^cosc 
®^ sin 6 cotga = cotgil sin C -f cos6 cos C 
^^ 8incootga = cotg^Bin^ + coeccosJ3 
^^^ sina cotgfr =; ootg£ sin C + cosä cos C 
^^> sine cotgi == eotg^Binil + cosc cos^ 
^^> Binacotgc == cotgC sin-B + cosa cos-ß 
^^^ sinfecotgc = cotgC sin^ H-cosft cos^ , 

und wir haben vorhin gezeigt, dass, wenn man unter abcABC 
die Grössen 22) versteht, die Gleichungen I auch für die geodä* 

tische Linie x^x — auf die diese Grössen sich eben beziehen — 
Gültigkeit haben. 

q) möge nun der Winkel sein, den die Linien x^x^ und x^x 
einschiiesseu, o der Winkel, den das von x ausgehende Element 

dr der Linie x^x mit dem von demselben Punkte ausgehenden 
Element dB der Lipie x'x, x der Winkel, den dR mit dem Ele- 
ment —~ bildet. 
Q 

Es wird sich nun, zum Beweise unserer Behauptung, darum 
handeln, zu zeigen, dass, wenn die Formeln I für die Seiten 
eines beliebigen geodätischen Dreieckes {x^x^x) einer Nullfläche 
gültig sind, sie auch für die Seiten und Winkel dieses Dreieckes 
Gültigkeit haben. Zu diesem Ende betrachten wir zuerst den 

Fall, dass der Punkt x' auf der Nulllinie Qx^ liegt. Wir haben 
hierbei die beiden Fälle x^'^x^ zu unterscheiden. (Fig. 1 und 2.) 

Ist ri>ro, so hat man 

für die Linie ^: a—iKR, ft=)/^r, c=l/Ä'ri, 

für die Linie a?^u?; a^^Kr^ h^^KXy c^^Kx^y 

Ist ti<ro, so hat man 
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fflr die Linie V.c: a=]/KIi, b^^Kx, c^^Kv^, 

Ä=c0, -ß=ö,, C=i=ö— o; 

fflr die Linie ;7".r: a^]/kr, h^^Kx, c=-\/Kx„, 



Fig. 1. Fig. 2. 

In beidoD Fällen ist fiir das Dreiedk (.T'-rV): 

a==yKR, b = iKr, c=v'AV, = ±V'A'(r,-ro), 

(± jenachdem x^^Xf,), A=fp, B^n—a^, C=o, 

nnd es wird sich darum bandeln, aus den Formeln I fl)r die 

beiden Linien x"x nnd d-'-v die Fundamentalformeln I" bis P>: 

31) sin i/A'ä : sin '^Kr : sin ^Kr^ ^sin ip : ain Oj : sin a 

32) C08 ykR=coii v'Ä'r, coB ^AV+sin ]/Ä>, sin ^Kr eos v 

33) cos yA>= cos Ykli cos ^AV, — sin ^KE sin yA>, coso, 

34) cos "/AV, = cos \/Kr cob yA'Ä+ain "(/A'»" sin /A'Ä cos ö 

für das Dreieck (j-Vx) abzuleiten. Dies kann nun mit Hülfe 
der folgenden Formeln geschehen: 

35) sin ^KR : sin ^Kx : sin ^Kx, =sia c* : 

36) sin yX'r : sinyATr : sin yA'i|)=8inc$; i 
cos ^Kx^ = cos i/A'ä eos yA'v+sin fKR 

isV'jfi:ro = cosv'A:r cosyÄTi+sinyArr 

cos y^Ä=co8 ^KXi COB v'A'i-l-sin y'A'vi si 

>B ^Kr =coe ^KXo cos yÄ^v+wn ^KXf, 



37) 
38) 
39) 
40) 

41) sinj/A'r, cotgyA'v = ^ cotgo, Binc<&+co8 v'Ä'ri eosc*! j 

42) sin y^Tr,, cotg yA'r = ^ cotg (p sin c<P+cos i/A'Vu eos c<f | 

wo die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, jenachdem 



I" 



'm<p : sinW) 

yA'vcosij j,j 
,n ]/A:vco8f9| 
inyA'reosc*! .j, 

yA'icosc<p| 
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Xi^Vo ist, Dnd c0 nicht gleich einem Vielfachen von ji sein darf, 
da ja, wie wir vorhin zeigten, zwischen deo Punkten x^ und x 
(im Allgemeinen) keine geodätische Linie möglich igt, die dem 
Werth c0=fiJi entspricht. 

Eliminirt man nun aus .H9) i\, aus 40) Vq mit Hfilte der Ke- 
lation ri--r(, = ±r,, so erhält man bei Benutzung Ton 41) und 42) 
und den ersten Proportionen 35) und 36) die zu beweisenden 
Gleichungen 32) und 33). 

Femer ist o=±(t— f^), ± jenachdem Vi^Vq. Entwickelt 
man dann sino und coso mit Hülfe von 35), 36), 37) und 38), 
so erhält man bei Benutznng von 39} und 40) die Gleichung 34) 
und die Proportion sin^'Ä^i^ : Bini/A>, = ain9:> : sirnr. Endlich 
folgt die Proportion sin ]/äÄ : sin YKr=smq> : sino, aus den ersten 
Proportionen 35) und 36). Hiermit haben wir aber unseren Satz 
ftlr das Dreieck (x^x'x) beweisen. 

Wir haben nun das beliebige Dreieck (x'*x'x) zu betrachten; 
es sind hierbei die beiden Fälle, dass die Nulllinie Ox" die Linie 
x'x zwischen den Punkten x' und x trifft, oder nicht, zu unter- 
scheiden. (Fig. 4 und 3.) 



Fig. 3. Fig. t 

Liegt der Schnittpunkt x^ nicht zwischen den Punkten x, 
und X, so hat man 
für das Dreieck {xox^x): a^^KR^y b = YKr, c=-^Kr^, 

A=^^, B=n-ai, C=a, 
für das Dreieck [x^x^x^): o=)/Ä'ßi, h = YKr^, c^^^Kr^, 

A=<Pi, B=n~a^, C=<j,; 
liegt Xi zwischen x-^^ und x, so hat man fUr das Dreieck {x^x^x) 
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die Werthe des vorigen Falles, für das Dreieck (xocc^oc^) hin- 
gegen : 

a—'^KR^, h=']/Kr^y c — ^Kr^^ A^(Pi, B^o^, C^tz—o^. 

In beiden Fällen ist für das Dreieck (xoXyr): 

Es wird sich nun darum handeln, aus den Formeln für die 
Dreiecke (XfyX^x) und (Xi^Xyr^) die Fundamentalformeln für das 
Dreieck (Xi^x^x) abzuleiten, nämlich die Formeln 31), 32), 33) 
und 34). Dies kann mit Hülfe der folgenden Gleichungen ge- 
schehen : 



43) 
44) 
45) 
46) 
47) 
48) 
49) 
50) 

51) 
52) 



sin yXR^ : sin ]/A> : sin |/irrä=8in<^2 • sinöf^ : sina 



. V^ 



sin"|/^i?i : sin Y^'^'i • ^^^ ^Kr^^^^incp^ : sincTg * sina^ 
cos i/KR^ = cos ^Kr cos ^Kr2 + sin Yj^'f sin "/^^a c^>s T2 
cos "l/Zi?! = cos /ä'^i cos j/Ä'rg+sin ]/Kr^ sin l/Kr^ cos (p^ 
cos ^Kr = cos ^KR^ cos ^Kr^ — sin ^KR^ sin ^/Kr^ cos o^ 



p) 



.P> 



pi) 



cos ]/Kr^ = cos '^KR^ cos '^Kr.;^ ^ sin ^KR^ sin ^Kr^ cos a 
sin ^/Kr^ cotg j/jK'r = — cotg o^ sin 90^^ -|- cos ^Kr^ cos 9^2 
sin ^Kr^ cotg y^r^ = -f cotg a.^ sin 9^1 + cos j/iCrg cos (f^ 
sin ^KR^ cotg l/iTrg = cotg a sin o^ — cos ^KR^ cos rrg | ^^^^ 
sin y.KR^ cotg l/Ä'r2 = ±cotg a^ sin a^^cos ^KR^ cosog.J 

In diesen Formeln sowohl als auch in den Ausdrücken für 
die Seiten und Winkel des Dreieckes {xqX^x) sind die unteren 
oder oberen Zeichen zu nehmen, jenachdem der Schnittpunkt x^ 
zwischen den Eckpunkten x^ und x liegt, oder nicht. 

Eliminirt man nun aus 47) und 48) mit Hülfe der Relation 
R=Rf^R^ R2 und R^, so erhält man bei Benutzung derselben 
Gleichungen, der Gleichungen 51) und 52) und der beiden letzten 
Proportionen 43) und 44) die Gleichungen 33) und 34). Ent- 
wickelt man ferner cos ]/KR und sin ]/KR mit Hülfe von 43), 
44), 45) und 46), so erhält man nach einigen Umformungen die 

Gleichung 32) und die Proportion sin ]/KR : sin ^ Kr = sin 99 : sino^. 
Endlich folgt aus den beiden letzten Proportionen 43) und 44), 

sin]/A^r : sin ]/ifri= sin a^ : sina, und hieraus und aus der zuletzt 
bewiesenen Proportion: 
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sin ^KR : sin ^Kr^ =:8iu 9? : sin a. 
Hiermit haben wir aber unseren Satz vollständig bewiesen. 

Wir wollen nun noch die nach der Methode des § 21 sich 
ergebende Gleichung der Mannigfaltigkeiten 1) in der (w+l)fachen 
ebenen bestimmen. 

Bezeichnen wir wieder die rechtwinkligen Coordinaten des 
Punktes x in der letzteren mit y yi . . . yu und setzen 

X 

80 ist, wie in dem genannten § gezeigt wurde, 

wo v=az^==^^u zwischen und 00 liegt, z^ zwischen und ^« 
Die Gleichung 6), § 21 nimmt dann die Form an 

54) acd^^=^^±^£^^^ äv=Fiv) är. 

Die Wurzel soll positiv genommen werden; dass das nega- 
tive Vorzeichen zu demselben Resultat, d. h. zu demselben Ge- 
bilde, führt, Wird sich aus den folgenden Entwickelungen ergeben. 

Für v=a möge y verschwinden; unter dieser Voraussetzung 
giebt die vorige Gleichung 

acy-^}F{jo)dv. 

X OL 

Sind ^1 und v^ zwei Werthe von v, die der Gleichung Vy^ v^ = \ 
genügen, so hat man 



X ^ I a 



und 



Wir wollen nun a = l setzen, so dass 



55) ac^=fF{v)dv 

X 1 

wird, wo also v zwischen und 00 liegt. 

In diese Gleichung ist nun noch, um die in Rede stehende 
Gleichung der Mannigfaltigkeiten 1) in den rechtwinkligen Coor- 
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dinaten ^ ^i • • • ^n zn erhalten, statt v die Veränderliche z^ eiih 
zuführen. Hierzu dienen die Gleichung 53) usid der ans iht sich 
ergebende Ausdruck ,. 

56) ''-—^i^^ 

Man Biehty dauls v in diesem Falle eine st^eideutige Function 
von z^ ist. Sind t^^ and r^ zwei Werthe von Vy die demselben 
Werthe von z^ zukommen^ so ist v^ v^^l- Hieraas und aus der 
eben bewiesenen Gleicbniig y(i)+3f(2)=0 folgt dami, dass dem- 
selben Werthe von z^ zwei gleiche aber entgegengesetzte Werthe 
von y entsprechen. 

Aus 53) folgt ferner: 



^"^=^-rHr^)^^"' 



es ist mithin 



l-^^-±]/ltS)'-^- 



wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachd^m 
Endlich giebt die Gleichung 56) 

Ist mithin v kleiner als 1, so folgt aus der Gleichung 55) 
und den ihr folgenden Entwickelungen, dass 



cy=-' 






Gl 

ist hingegen v grösser als 1, so hat man 

c 

Es ist also 

c 

57) cy^±jf{Qi)dQi, 
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wo das obere oder untere Zeichen zu wftblen isti jenacbdem v:^l. 
Dabei bat man 



«•) M)-' '^-''+'" 






67) ist nun die in Rede stehende Gleiehnngt tu derselben 
Gleiohnng ftlhrt offenbar, wie wir voriiin behaupteten, das nega- 
tive Vorzeichen der Wurzel in 64) 

Hätten wir der Grösse a einen von 1 verschiedenen Werth 
beigelegt, etwa einen Werth, der grösser als 1 ist, so wUrden 
wir die Gleichung 



V 



1 

erhalten haben, worin rechts statt ± einfach 4- gesetzt worden 
darf, da bei Einführung der Veränderlichen z^ beide Zeichen zu 
demselben Resultat führen. 

Nimmt man dann in 54) das Zeichen +, so erhält man das 
Gebilde 

c 
}/~K 

a) cy+A=±j f{Q^)dQi', 
nimmt man das Zeichen — , so wird 

c 

b) cy-A='±J f(Qi)dQi 

et 

die Gleichung des Gebildes, und diese beiden Gebilde kann man 
zur Coincidenz bringen, indem man a so wählt, dass 

c 

Vk 



= 1 fiQi)dQi 



A= 

2ac 



verschwindet, d. h., indem man a=l setzt. So hat man z. B. 
für w=2 und c<l im Falle a) die untere, im Falle b) die obere 
Curve der Fig. 5 als Meridiancurve, und diese beiden Curven, 
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also anch die entsprechenden Rotationsfläcben, fallen znsMnmen, 
wenn a~l gesetzt wird. 

Äj c ^ 2ca j- 3i A — — > 2^ 



o*=o?'=~+^ IfieOdQ,, U=Om='' I fiQi)de,. 



hlffie^dQ^, Öl=Om=lJfi 



Fig, &. 

Besitzt nun c einen Werth der kleiner als 1 oder gleich 1 
ist, 80 ist die ganze Mannigfaltigkeit 1) in der (n+l)fachen 
ebenen enthalten. Um in diesem Falle die rechte Seite von 57) 
auf die Normalform za bringen, bat man 
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«j«=l- 
zn setzen, wodurch 



c» 



tr 



{ 



wird. Dies ist, wenn n den Werth zwei hat, die Gleichung einer 
einfach unendlichen Schaar von Rotationsflächen, die das gemein- 
same, constante, positive Krümmungsmass K haben, die sich also 

alle auf eine Kugelfläche mit dem Radius -.-- -., der Fläche dieser 

Schaar, die dem Werthe 0=^1 entspricht, abwickeln lassen. Über 
die Meridiancnrven ist noch folgendes zu bemerken. Eine solche 
Curve liegt symmetrisch zur ^^ -Achse und schneidet diese, da 

-^ ) ^ =00 ist, senkrecht. Bezeichnet man den Winkel, den 

}/k 
die Curventangente mit der ^^ -Achse bildet^ durch a, so ist für 

^1=0 tga=±J^ , -f jenachdem«?=Ooder =(». Hierausfolgt, 

dass die entsprechenden Rotationsflächen in den beiden Punkten, 
wo die Rotationsachse sie schneidet, nämlich in den Punkten 

__ _ 1 r (1— c^tg^ )rftr 



zwei Spitzen besitzen, dass also, wie wir zu Eingang dieses § 
für jedes n zeigten, in der unmittelbaren Nähe dieser Punkte 
Ebenheit in den kleinsten Theilen nicht mehr besteht^ nur wenn 
c=l ist, schneidet die genannte Achse die Fläche senkrecht. . 
Ist c^>l, so lässt sich die ganze w-fache Mannigfaltigkeit 
in der (»+!) fachen ebenen nicht mehr darstellen, sondern nur 

das Sttlck, das von den (n— 1) fachen Mannigfaltigkeiten i?=T/— — 
und r=1/^^ begrenzt wird. Diesen beiden Werthen von t? 
entspricht der Werth q^ = ^ , so dass q^ zwischen ^—r^ 
-._ liegt. Um in diesem Falle die rechte Seite der Gleichung 
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57) auf die Normalform zu bringen, setze man 
wodurch 



IC 



59) 



wird. Da 



1^ , r {l-w*)dw 

c]/Ky=± / -r^^ L : 

/y(i-«,w-^;) 



ist, so stehen (für n=2) die Meridiancurven auf der ^^ -Achse 
und auf der der y-Achse paraHelen Linie Qi= ^ .— senkrecht. 
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Wir wollen uns nun zu dem Falle eines negativen K wen- 
den. Auch hier können wir aus im vorigen § angegebenen Grün- 
den c gleich einer positiven Zahl setzen. Es sei K=—K^, wo 
also K^ positiv sein soll; man hat dann 

Die Gleichung 

dQ {l-a^2^<^y 

hat keine hier in Betracht kommende Wurzel. Da (iV2)-^o=0 
ist, so besitzen die Mannigfaltigkeiten 1) einen Nullpunkt, der 
aber zum Anfangspunkte eines Riemannschen Coordinatensystemes 
nur dann sich eignet, wenn c—l ist. Sie besitzen ferner die 
Grenzgleichung 



=(r-- 



und zwar bleibt für diesen Werth von z N{z—b) 



endlich; nimmt man hierzu noch, dass — - für keinen Werth 

ag 

von Zy der zwischen und & liegt, verschwindet, so findet man, 

dass sämmtliche geodätische Linien der Mannigfaltigkeiten 1) zu 

den Linien L^ gehören. 

Von den beiden Wurzeln der Gleichung N^z^—Dl=^0 ist 
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Äm = 



1 +2aWi - l/l +4aWi 



nur die Wurzel 

2) >^xn 2aWl 

hier zn verwertheo; da die andere grösser als 1 ist, während 
doch 

kleiner als 1 sein muss. Dem Werth Um entspricht ein Minimal- 
punkt. 

Endlich hat man 

,ine=t;AK-^\ eos 0=^-5^^^^ 
Wir führen nun statt ti den Winkel (p ein: 

(1-Um)il+U) (1 — Wm)(l+W) 

Um + ( l — Um) sin V . 

1 — (1— Win)sin V ' 
hierdurch wird: 



3) 



4) 



i 



u= 



a) 



2»c';-=y^.,„=ii.,[+:;»5.,„,;-±|-^/^.i=„; 



c0m=^rcts^ .''l!sin2(^, c<?>Si = arctg- .''"!<^; 
und für eine Nulllinie, Wm=0, 

sin^«^=;,-- j co8V = ?-,— ? 



6) 



äin Ä vX ro=8in h x/K. i = f ^-", cos Ä i/ä, t= ^^. 

1 — t^ A — u 



sin 
Mau hat mithin 



7) 



fc;„i i/ir« _^el/(«— «m)(l— MmMJ_8inA]/A:ircos0 

• oin flE l' Ai /^ui — — ; r~— r ~7-"^- 

) (l+«*m)(l-w) cosÄj/iTirm 

(l+t*m)(l-w) cos A 1/^1 tm 



7a) 



sin£C^m = 



ey(u — Um){l—UmU) COS 



■/%(!+ Wm) COS Ä l/Äi r m 

COS c*m=^:^--=cotg A yl^r tgÄ ]/K,Xm^ 



1/^(1 +Wm) 

Wir betrachten nun wieder eine vom Punkte x^ ausgehende 
geodätische Linie, deren Anfangselement die ßiehtungscosinus 
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kl besitzt. Man hat für diese 

/- sin 0= / " sm 6^=-^ ? 

1—u 1— Wo 1— Wm 

d. b. 

8) • sin A y^r . sin 0=sin h '^K^io . sin 0ö=8inÄ ^K^Xm, 

Die Gleicbungen 7) und 9) geben dann fast unmittelbar 

. /— sin A y^Titcos Al/JT^ roCosQ— cosA)/^ iYsin A j /j^ Yq cosQ^ 
sinÄ yÄir— — ^V77^ 

cos ^Ä y Z^i tm 



10) 



/^ cosA yjgiYcosA}/A'i Yq— 8inA)/iif| rsin A)/jiLiYoCo s0eos0Q 

eos^Äl/iTiYm 

_. sinÄl/JCtniSiiiÄV^r 

sm c $ = y r- 

sinÄ y Äi Yo sin h yK^ x 

^ eosÄl/Ä,YcosAyÄiYoSin%l/if;Ym+8inÄyifiYsinA/]^YoCOs0cos0^ 

eosc$= ^ - ----- — jzr - - -I * j 

cos % yK^ Ym sin Ä y Ä^i Yo sin A y üTi y 
woraus folgt 

... . ^ sin0^sinAl/-ffir sin sin A l//i^ r 

11) sinc(l>= ^ ^ = T— - - 

sin A y A^i y sin A yK^ Xq 

12) cosAyA^ir^cosAl/A^YcosAyjjTiYo— sinAy^A'iYsinAyA'iYoCosc^ 

, ^, ^ sin A Va', Yo cos A Va, r +cos A VA, Ya sin A VA, r cos 0^ 

lo) cosc0= ^ T — ^^~~ ~ 

sinA y A'i x 

. . , , , sin 6H> sin A i/A. r 

14) tgc(?>= ' ^ 



sin A yAi Y« cos A ^K^ r+cos A y^A^^ Yq sin A yA'i rcosö*^ 
Endlich geben die Gleichungen 7) und 9) noch 

1 5) cos A ^K^ X =- cos A ^ A^ r cos A y^A^^ Xq + sin A ^ A^ r sin A ^A^j Yq cos S^ 
cosAyÄiYo=cosAyAircosAyÄiY — sinA^A^irsinAl/AiY cos0 

sinAy^AiY COS0 =sinAyAircosÄyiriYo+cosAyAirsinA)/AiYoCos0^ 
— sinAyAiYoCOS0^=sinAy'AircosAy!ÄiY — cosAyÄirsinAyA'jY cosö 

16) sin A yAi Yq cotg A ^K^ x = cos c <P cos A yÄ^ Xq — sin c $ cotg 0^ 
16*) sinAyAjY cotg A y^iTi Yo== cos c$ cos AyAT^Y +sinciicotg0 

cos =sin c$ cos A yA^ Yq sin 0^+cosc$ cos 0^ 
— cos0^=sinc$cosAyAiY sin0 — cosc$cos0. 
Diese Formeln zeigen nun, dass zwischen den Grössen 
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c0:=A, jr-öo=B, e=C, }/K^r^a, )/Äir=&, -^K^Xo=c 
dieselben Beziehungen bestehen, wie zwischen den Seiten a b c 
und den Winkeln ABC eines geodätischen Dreieckes einer 
Mannigfaltigkeit von dem constanten negativen KrUmmungsraasse 

Eine einfache Rechnung zeigt femer, dass 
^^ IT r \ Tj f \ 2a8inc$ 

^^ xc sin A y Äj Vm cos (y cos rJ^ 

man hat also 

.Q. „ »inh^/K^r Nq »in c0 

yA" c sm e^ 

Die Gleichungen 14) und 15) bilden nun die Lösung der 
Aufgabe, die auf den gegebenen Punkt x^ bezogenen Riemann- 
sehen Coordinaten eines Punktes x sind gegeben, man soll seine 
a;-Coordinaten bestimmen. Die Gleichungen 12) und 16) führen 
zur Lösung der umgekehrten Aufgabe. 

Da die Gleichung P=0 nur die eine Wurzel r=0 hat, so 
sind die geodätische Linien der Mannigfaltigkeiten 1) zugleich 
in ihrer ganzen Ausdehnung kürzeste Linien. 

Was die zwischen zwei Punkten x^ und x möglichen geo- 
dätischen Linien betrifft, so muss vor allen Dingen $i, die kleinste 

Wurzel der Gleichung JE'« — — =cos<?, kleiner als - sein. Ist 

i 9 Qo c 

also c*>i, so können Punkte, denen ein Winkel ^i> - ent- 

"^ c 

spricht, durch geodätische Linien nicht mit einander verbunden 

werden, und zwischen Punkten, für die ^i<- ist, ist nur eine 

geodätische Linie möglich. Ist hingegen c^l, so existirt zwi- 
schen jedem Punktpaar wenigstens eine geodätische Linie. 

Es sei 

v4-l>->v, und erstens v=2u. 
c 

Ist dann 2ji/i+<fi<-, so gehen durch die beiden Punkte 2/^+1 

Linien, die den Winkel 
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entsprechen. 



n 






Ist 2/i7r+^i^-> s^ gehen durch die beiden Punkte die 2/i 

C/ 



Linien : 



b) 



0t = 2ji+0i 



*r =4:71— 01 



Zweitens sei r=2//— 1. In diesem Falle hat man, wenn 
2//JT— 0i<- ist, die 2jn Linien b), wenn 2fi7i—0^>- ist, die 

2;M— 1 Linien: 

3^1^ = *x 
4>^ = 27r+^i 



c) 



^r=2;T-*i 



Ist endlich c=-, so gehen durch die beiden Punkte ent- 

weder die 2/i Linien b), oder die 2/i— 1 Linien c), jenachdem 
v=2ßx, oder =2/i— 1 ist. Für v=c=l ist nur eine Linie möglich. 
Den Satz, dass die in einer Nullfläche befindlichen geodä- 
tischen Dreiecke sich wie die geodätischen Dreiecke der Mannig- 
faltigkeiten mit dem constanten negativen Krümmungsmasse —K^ 
verhalten, wollen wir mit Hülfe der Gleichungen 30) bis 33) des 
§ 18 beweisen. Die Gleichung 31) geht in diesem Falle, wenn 
{drdR)=o gesetzt wird, in 

19) ^./i^ü_ e&mh]/K,rd]/K,r 



d.fK^R 



y sin *A)/^ir— sin*Ä y/iTiri sin \ 



über. Hieraus folgt nun, dass die in Rede stehende Linie x^x 
auch in Bezug auf den Punkt x^ einen Minimalpunkt xm besitzt, 
und dass für diesen 

sin h j/JTi rm = sin h '^K^ r^ sin o^ . 
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In 30) § 18 wollen wir nun statt des Winkels O^ den Winkel 

ip, den die Linien x^x^ und x^x einschliessen, einführen, wodurch 
die Form dieser Gleichung offenbar nicht geändert wird. 

Da der Winkel tp nach der Seite der Linie x^x^ gezählt 
wird, nach der R wächst, so folgt aus 30) § 18, dass die Con- 
staute g dieser Gleichung positiv zu nehmen ist, und dass ip fort- 
während mit E zunimmt. 

Femer giebt die Gleichung 32) desselben § 

sin Ä)/^ir sin a=sin ÄyÄ^ri sin a^ =8in ÄyjS^rm , 
also 

eV sin ^h l/JT, r — sin ^h ^ K. rm 

cos o = — - — -. — — - ' • 

sin Ä y -ffi T 
Endlich nimmt die Gleichung 33) § 18 die Form an: 

^^. - e sin A ^K. rm d VK. t 

20) dyf^— . ^ - irrr '^^^* 

sin Ä V^ r y sin «Ä ]/K^ r - sin «Ä fX^ m 
Aus 19) und 20) folgt nun: 

/^T3 1 (^o^h]/K^r+^/mli%]/K,r-»m^h]/K,rm 

yK^iim^iog —j— 

co^hyK^rm 

yfj^ = ar c cos tg h ^ K^ rm co tg h^K^Vj 
man hat also 

. 1 ivr-^ eysin^Al/A^, r— sin^/il/A'.rm sinAVÄ^rcosö 

%mhe^| K^Rrfi^ - ^ ^ . ^ - = /= > 

cos A y Äj rm cos A \K^ rm 

X /T^T^ cosAl/^^r 

cos A y Äj /?m — -f~- — 

cosAyÄirm 

cV sin ^A ^|K. r — sin % V^. rm cos o 

smet^m=-^ -/ -J—^--— -^= — 

cos A y Äi rm sin A \K^r cos A y i^ rm 

cos xpra. = tg A ]/ Ä^ rm cotg A |/iCi r . 
Nun ist t 

und diese Gleichungen und die Gleichungen 21) geben 

rir D cosAyÄ^r cosAyÄiri — sin Aj/^^r sin A)/Äjri cosa^ cosö 

cosAyAj/t = 1 ■ 

cos^AyAji^ 

• i /t^D sinA|/ür^rcosA]/A'^rx cosa— sin Ay^Ä^r^ cosAl/ÄT^rcoso^ 

smAy AiXi= -p=^ 

cos^AyA^rm 



21) 



§ 23. Beispiele. 225 

cos ^Ä i/Äi rm sin Ä ]/Äi r sin A '^K^ r^ 

sin Ä l/]^ rm sin Ä V^i? 

sinv'= ^ \ — r^~" 

sin ÄyiTir sinA^Ä'^rj 

Hieraus und aus der ersten Gleichung 22) folgt endlich: 

,. . sinasinAl/iTjJB sinaiSinAl/Äii? 
^) sinv^= j^^^—= * 7^ ~ 

sin ÄyÄiri ^inhyK^r 

23) { 2) cosÄ)/ÄiÄ=cosÄ)/Ä^riCosÄ]/Xr — sin Äy/T^ri sin A]/ir,r cosv' 

^) cosAj/iTir =cosA)/Äii?cosÄy^iri+siiiÄ)/i4i2sinÄ)/^i^jLCOSöi 

^) cos A}/Äiri=cosÄy^ifijBcosÄl/Äir — sinA^^^iÄsinAj/^ir cosa. 
Dies sind aber die Fundamentalgleichungen zwischen den 
Seiten und Winkeln eines geodätischen Dreieckes (a 6 c) einer 
Mannigfaltigkeit von dem constanten negativen Krümmungsmasse 
— K^, was zu beweisen war: 

a=^K^E, h = ^K{r, c^^^K^r^j ^=Wj B=7t^o^, C=o. 
Wir wollen nun noch die aus § 21 sich ergebende Gleichung 
der Mannigfaltigkeiten 1) in der (n+1) fachen ebenen bestimmen. 
Zu diesem Zwecke setzen wir wieder 

az9=v, so dass 

^'"^^^^ a{\-v^) 
ist, und V zwischen und 1 liegt. Aus der letzten Gleichung 
folgt dann: 

jedem Werthe von z^ entspricht also in diesem Falle nur ein 
Werth von v. 

Die Gleichung 6) § 21 nimmt ferner die Form an: 

oder die Form: 



cdy=^±dQy 



l^C*-K,Q\ 



n 






Beide Vorzeichen führen zu demselben Gebilde, wir wollen das 
Zeichen — wählen. 

Dieser Gleichung entspricht nun nur dann ein geometrisches 

15 
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Gebilde, wenn c<l ist. Ist das der Fall, so hat man für g^ 
die Ungleichung 



.^Vx- 



Um die rechte Seite der vorigen Gleichung auf die Normal- 
forra zu bringen, setzen wir 

is:,öf=(i-0(i-tü*), 

und erhalten, wenn noch die Bestimmung getroffen wird, dass 



y für ^1=1/ - ~ verschwinde, 



fK,y=l^-<,)j 



w 

w^dw 



^ y(l-tr^)(l-(l^c>^) 

Für n=2 stellt diese Gleichung eine einfach unendliche 
Schaar von Rotationsflächen dar, die das gemeinschaftliche Krüm- 
mungsmass —K^ besitzen. Da 

idy\ __VEl, {^y\ =0 

ist, so berührt die Meridiancurve die g^ Achse, und die Fläche 
selbst besitzt in dem Punkte, in dem sie von der Rotationsachse 
geschnitten wird, eine Spitze. 
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Setzt man in die Formel 1) des vorigen § 



c=«c ^^^- =i?-c 



so erhält man 

1) N-- 



Cl 



^l/ÄjSinKlog^j 



Mit den diesem Werthe von N entsprechenden Mannigfaltig- 
keiten wollen wir uns nun beschäftigen. (In 1) soll q eine po- 
sitive Zahl, ß eine positive Länge bedeuten). Wir zeigten schon 
im §10), dass sie für w=2 das constante negative Krümmungs- 
mass —Ky besitzen. 
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Die Mannigfaltigkeiten 1) bestehen aus unendlich vielen 
Stücken, über die sich folgendes aussagen lässt: 

Ist erstens Q<ßy so liegen die Werthe von m? = Cj log - 

zwischen tt^fl=(2/>t+l)jr und w\i=2iLuiy 
die Werthe von q 

ST JZ 

. , /. — (2/< + l)- _ ^ — 2/t- 

zwischen Qt^=ß^ ^' und Qb=ß^ ^*; 

ist zweitens ^>^, so hat man für die Grenzwerthe 

w?a=— (2a4+1K M?b=— (2/^+2K 

^a = i8^ ^S ^b = /?^ ^S 

wo ^b>^a ist. 

Da für die Grenzwerthe von q Nq unendlich gross wird, so 
ist (siehe die erste Tabelle des § 5) F{a) = F(b)=co'^ und da fer- 
ner, wenn a einen solchen Grenzwerth vorstellt, {N(Q—a))Q=.a end- 
lich ist, so können in diesen Mannigfaltigkeiten nur die in der 
letzten Zeile der genannten Tabelle verzeichneten geodätischen 
Linien vorkommen, nämlich die Linien 

L7 L^' im und LZ, 
und die asymptotischen Linien 

Z/m Ld * i<5* Ls und L^o . 
Die Gleichung 

dNQ_ clco^w _p^ 
dQ Q ^K^ sin »M? 
hat die Wurzel cosw?y=0, d. h. 

für q<ß Wy =-^ ^, Qy^ß^ ' "^ . 

mVQ>ßWy=^^^^^7t,Qy=:=ße « % 

und zwar ist Nq für diese Werthe von q ein Minimum. 
Die Gleichung N^q^—D^=0 hat ferner die Wurzel 

sm tt>m= — j==zt. 

DiK^ e 
Setzt man daher 

arccos ^=cf<-? 

e 2 

und ist ^2>^i, so besitzt die genannte Gleichung in g, wenn Q<ß 

ist, die beiden Wurzeln 
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g ^ßß ' c, ; ti?i=(2/i+l)^— <J| (zwischen Wa nnd t^y) 

(2/i.^+Or) 



Q^=:ße ci , tr2=2/ijr+ö, (zwisclien tOy und t(?b); 
wenn ^>)8 ist, die beiden Wuraeln 

Qi~ß^ c, ^ ti?i = — ((2// 4*1 )^^+<j), (zwischen tr» und iTy) 

(2^+2)jt---ff 

Q^^ßS ci ^ «^2= — ((2/i+2);i— o), (zwischen ii?y und w?b). 

Ferner hat man 

sin ^^ 
Bin 0^=esintro, sin (9=6 sin«? =-^ ;:sinir, 



sm w 



cos 6^=Co'/l — e*sin^w?o> cosß=«l/l— ^^siu* 



w 



Endlich ist 



Vsin ^Wo — sin * f)^ sin ^w 
sintTo 



«^w? , ^ £esintr(22r 



sin tr )/l — e^ sin *tr ^ |/i — e^ sin ^m? 

-Ä''*^ dg _ }/K^ sin e/? dw 



Über die Linien des Systcmcs C geben die folgenden Zu- 
saminenstellungen Aufschluss : 

1) Qn<Qo<QY 



1 


Linien des Systeme» C 


^m 


^m, 


^2 

^1 


Linien i«' 




Qt 


C2 


Zwei Linien 17^ 




p2 


Linien /.* 







2) Qo=Qy 





Linien des Systemes G 






2>2 ^1 


Eine Linie e=stconst.^^y 






f,2 


Linien i* 
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3) QY<Qo<Qh 



i 


Linien des Systemes G 


Qm 


Qmt 


^2 


Linien Lm 


92 






Zwei Linien i* 






f.2 


Linien L^ 







Es möge nun zuerst Qq'^Qy sein, durch den Punkt x^ gehen 
dann : Linien LZ) für die sin 6^>sin w^, zwei asymptotische Linien 
Ly , für die sin 0^= sin «(?^, und Linien L*, für die8in0^<sint(?o ist. 

Für die Linien Lm hat man 



3) 



wo 



4) 



/^ _, cose<?+el/l — ^^sin^e^ 

«y^l^m — log ^ 7 ^ — - " 

smMjye^— 1 
e cos w+e "[/l — e^ sin ^w 

y'/STj cos 2^ 



«fi*m = log 



^lte)=- 



5) 



1 l/e^-l 

sint<?m=-> cose/?in=^^ • 

e e 



Ferner folgt aus der Doppelgleichung iVoöosiö0^=xV(Osin0 

^. sin 0® sin 1 

6) 



- = e. 



^inw^ Binw sin2^?m 
Die Gleichungen 4) geben nun 

cos 



7) 






cos 



h]/K, 



^sin^ 

smtr y^^— 1 sin w ^e^— 1 
cost^ 



, sinA}/Ü4rm=oo, 



m 



sintcj/e^— 1 



> 
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7) 



8inÄ€Ci*ni = -?^ — ^ — , 8lnÄel0m = tgM?^ 

ye^— 1 

C08ÄC,^m= / - > C08ÄCi^m= ' 



Hieraus und aus den beiden ersten Gleichungen 3) folgt dann: 

cos cos Wo — cos ß^ cos w 



8) 



/ — I 

siuhyKr= . . , • ix 

•^ ^ 8mtro8inttj(e^— 1) 

, /,^ COStToCOSt^ — cos^cos^ 

cosÄ VKi r= . ; ^^ — ^-r 

^ 8intro8iut^(e^— 1) 

. , , e(COS0CO8M?o — COS^COSM?) 

8inAci<p=- 9 i- 

* e^— 1 

^ , e^^cosi/JoCostr—cos^oCos^ 

COSÄCi0= , ^ ^^ ? 

und diese Gleichungen geben 

^) sin ÄCi 0=sin0® sin w sinÄ }^ürir=8inf? BinM?o s^^ä jZ/Ti r 

ov , ^ sintc (cosÄ l//ir,rH-cos0® cosw?« sinÄ l//fir) 

^^ COSÄCi*= ^ — . ^ — 

sm Wq 

^\ -L frjr' C08ÄC, $ — COSt(?®COS«/? 

3> cosÄVAir= ^ ; 

sint(?oSmM? 

Ferner erhält man aus 3) und 7) 

cos© . , /^, ^ , , /r- cos©^ 
. — =sin A VA, r cotg m?o+<508A V Aj r . 
smw? "^ ^ o u • "^ ^ 8inu?o 

cosö^ 



II 



III 



IV 



cotgti?=sinÄ yü^r -.- — [-cosAyÄir cotgM?o 

sin Wq 

COS0^ . T /r>^ X . X /rX COS© 

-r =— smA V^i^cotgM?+cosA l^flLi^- — 

sme^o ^ ^ ° ' * smec 

cotff t^o = — sin Ä l/Ä', r . + cos A ^K. r cotg tr : 

co80= sin Ac'i^sin 0^ cotg t€'o+ cos Ac^^ cos ©^ 
cos 2/7 = sin A Ci $ sin ti?o CO tg ©^ + cos A c^ $ cos m?^ 
cos©^= — sinAci^sin © cotgw? +cosAci0cos© 

C08M7o= — 8il^'iCi$sinW? cotg© +C08ACi<pC0SM?. 

sinAl/Äir_8inAci$ Nq 
-]/K^ "" Ci sin©«* 



P= 



Wir wollen nun zeigen, dass die Gleichungen I bis IV für 
jede geodätische Linie der vorliegenden Mannigfaltigkeiten Gül- 
tigkeit haben. 

Für die asymptotischen Linien i* hat man: 
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e=\, und, da w entweder zwischen 'J/tut und 2/ijr+-, oder zwi- 

sehen — (2/i+2);r und ~(2/i+2)jr4-ö liegt, also sinw? und cosm? 

positiv sind, 

9) sin0®=8intro, co80^=€oCosm?o; sin0=sintr, co86=f()Costr. 
Beachtet man dann, dass ^0=^ ^^^y ^^ findet man: 



10) 



^ * ^ tgM? * "cOStTo 

S0 _^£q ]/K^ (cos *t^ — cos ^Wq) 
ÖD 2 c j cos ^M?o cos ^w 



11) 8inÄ.„yÄ,>=*|^<--*5-^i^ 

2tgM?otg«r 

12) cosÄ>//f,r=^f>+-*^'-^ 

»^ 2tgM?otgM? 

-ON • X ^ COS^M? — COS^WJo 

lo) 8mA£üCi*=-7^ 

2c08t£?oCOSt(? 

... , ^ COS*tt?+C08*M?o 
14) C08ÄCi$=-r -• 

2 cos Wq cos w? 

Aus 11) und 13) folgt dann V\ Multiplicirt man 11) mit 
£q cos ^Wq und addirt die resultirende Gleichung zu der Gleichung 
12), so erhält man V\ 12) und 14) geben fast unmittelbar P\ 

Die Gleichungen II reduciren sich in diesem Falle auf die 
eine Gleichung 

15) cosÄl/^r— «oSinAl/iC r= -^ -7,> 

f ^ ^ ' ^ COtgM?^ 

die fast unmittelbar aus 11) und 12) folgt. 

Die Gleichungen III reduciren sich auf die eine Gleichung 

16) cosÄc, 0—€n sm Ac% 0= ^> 

^ ^ C08t<?" 

die aus 13) und 14) sich ergiebt. 

Endlich folgt IV fast unmittelbar aus der dritten Gleichung 
10) und aus 11) und 13). 

Für die Linien LZ ist: (e<<l) 

/i~ C dto r, cos«^+Vl — e^sin^M?!*^ 

l/Ar,r=-fo/ .— r - ^ . .=6o log ^in^— - 

J Bmwyl — e^sin^w L sinw ]wo 

w 



Wo 



/e sin w dw Fi / . /:* — -?-• "t— ;1*^ 
=g^ log(ecosMJ+yl — e^sm^tr) 
yl — e^sin^«^ L h(^o 
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Setzt man dann 

^ , C08M?+l/i — c*8in^i(; , 6 cos M? +1^1 — 6* sin *M? 
jB=log 7^--i=--^ „ , ?^=log 



d. h. 



8inu?}/l~e« ' l/l-e* 



sinÄi?= / _ , cosÄi?=^ .—- — 

einwyl — e^ sintry l — e* 

. , eGO^w - l/l — c^sin^tt? 
sin n(p= -j^-- 1- , cos Ä9? = 



l/l-c»' 1/1- 



e« 



so ist 

y Äi r = €o(R - Äo)> Ci 4> = f 0(9^ - 9^0) ; 
hieraus folgen aber die Gleichungen 8, also auch die Gleichungen 
I, ferner die Gleichungen II und IIL 
Endlich folgt aus 

3<P_ e^e 1 coBw (tos Wo \ 

öjD~CiZ>(1-Ö \i/l-e»sin«ec l/l -e^sinX/ 
die Gleichung IV. 

Für die Linien L"* (Qo<7) hat man: 

1 Vä^ZT 

sin tOm = -, COStt?m = — ; 

e e 

/T^ «,1 1 cVl — e^sin*M? — cosio 

smtryc^—l 

8 C, 0-^^ = log -^ -^^:==- , H(q) = — -X_^. __ ; 

• I. ^/t- m, s]/l — e^»m^w ,,/V> m, costo 

smÄeyAir *=-^^ t" ^--7 cosAyÄir *= 7-_ > 

sinM?yc^--l sint^jyc^— i 

• X ^«, 6l/i — c^sin^w? _ ^ ecosto 

smAci<&"»=-^^ — , — , cosÄc,<p™»= — ,^=irr=i* 

Hieraus folgen aber, wie eine einfache Rechnung zeigt, die 
Gleichungen 8), I, II, III und IV. 

Für die Linien i« ist endlich: 

TT 

6=1, und da w entweder zwischen 2iujt+' und 2jujZ'\'jty oder 
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zwischen — (2/i+2):i:H-^ und —{2/i+2)7i liegt, also cosm? nega- 

tiv ist, 

8in0^=8inM?o; 8m0=sinw?, co80®=— «ocost^o co80=— ecos«?. 
Ferner : 

' ^ 2tgti?otgM? "^ 2tgt(?otgtö 

. T ^ cos *W7o — cos *tl? , ^ cos *W?o+C08 *W5 

8mÄeoCi*=-7^ ^^ , cosACi4>=-s ^^ • 

^ 2cosM?oCOStr ^ 2 cos t^o cos tt? 

Hieraus lassen sich aber, wie eine einfache Rechnung zeigt, 
die Gleichungen I bis IV ableiten, diese Gleichungen haben mit- 
hin für jede von einem beliebigen Punkte x^ ausgehende geodä- 
tische Linie Gültigkeit. 

Auch in den vorliegenden Mannigfaltigkeiten verhalten sich, 
wie wir jetzt zeigen werden, die geodätischen Dreiecke, die in 
einer Nullfläche liegen, wie die geodätischen Dreiecke einer 
Mannigfaltigkeit von dem constanten negativen Krümmungsmasse 

-Äi. 

Wir betrachten ein Dreieck (x^x'x), dessen einer Eckpunkt 

x' auf der Nulllinie Ox^ liegt, und unterscheiden die beiden Fälle 
^i^^o- Hierbei wollen wir uns der Bezeichnungen des vorigen 
§ bedienen. Unter diesen Voraussetzungen haben, wie leicht ein- 
zusehen ist, die Winkel c*, 0^ und S der Formeln I, II und III 
die folgenden Werthe: 
Für die Linie x'x 

c0, a^ , T=0+öf, wenn Qi>Qo', oder 
c$, ji—o^, T=ß—Oy wenn Qi<iQo\ 
für die Linie x^x 

c0 , yj ,0, wenn ^i>^oi oder 
c0 y ^—y^} 0j wenn ^i<^o ist« 
Ferner hat man in beiden Fällen für das Dreieck (x^x^x), 

a=^K^Iiy h=yK^ry c=')/K{r^, ^=V^> B=7i—o^y C=o, 
wo 



Q\ *»i 



. /•-.- -r f dw , 1 , ^y 
■i = ± / NdQ=^ / -7^. = ±-7^= log 



eo vjq 
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d. h. 

^rrx . i /rX . COS 2^, — COS M?n . / , . 1 — COStTn COSt<?i 



BintroSintT] 



Es wird sich nun dämm handeln, die Fnndamentalformeln 
23) des vorigen § für das Dreieck {x^x'x) aus den Formeln I, 

II und III für die Linien x^x und {x'x) abzuleiten. Hierzu ge- 
nügen die auf die Linie x'x sich beziehenden Gleichungen 

*) sinÄCi^ =8inai sinw? sinÄ)/ÄijB=sinTsintri mih'^K^E 

= cos Ä y Ü4 JF? cotg 10 — sin Ä |/Äi jK -. 



IV 



%MiW 



*) COtgtt?! 

qx r,/i^ 7i COSÄCj* — COStr. 

*) C08Ä yüriÄ= \ -. — - 

^ 8mM?iSint{? 

^) cost<? =cosÄCi0cosM?i±sinÄCi<PsintriCotgai; 



cos 2/? 



und die auf die Linie x^x sich beziehenden Gleichungen 

^) sinAci$ =sin^sinM?sinA|^ürir=sin0sinM?oßiöÄl//4r 

y/ - cos (9 
üTircotgt^j—sinAviTir . — 

T /t> COSÄC, $--COSt£7oC08tr 

^) cosAV^i»*= ^- . — 

^) cosM? =cosAci0cost<?o±sinAci<&sinM?oCotgy;; 

wo die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, jenachdem 

Qi^Qo ißt« 

Aus IV ^) und V ^) folgt nun unmittelbar die zweite Gleichung 
23^). Eemer ist ö=±(t— 0), wo das obere oder untere Zeichen 
zu nehmen ist, jenachdem ^ti^Qo ist. Entwickelt man dann sinö 
und cosö mit Hülfe von IV ^), IV«), V*), V^) und benutzt IV 3) 
und V^), so erhält man die erste Gleichung 23^) und 23*). 

Aus 17) folgt weiter 

cos^^7o cosÄl/Ä,r, +siuh'\/Ki r, 

cos w^ = ^7-=^ — - — . — -- J 

cos A y Äi ri :t 81^ A y Ü4 ^1 cos Wq 

sin Wo 

sm Wi = p— ^^-j-^ • 

cos A y Äi r^ ±sin A y K^ r^ cos Wq 
Macht man diese Substitution in IV ^) und benutzt V^) und V^), 
und die erste Gleichung V), so erhält man 23^). Macht man 
endlich die ebenfalls aus 17) folgende Substitution 

cosAy^ir. cost/?,TsinA/Äiri 

cos Wq = \ ^7= — - — ^-^ J 

cosAyÄjriTsinÄyiTjri cost^^ 
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sin Wo = ^ 



cosÄyÄ^riTsinÄl/j^iri coswi 
in V^) und benutzt IV*), IV*), IV*), so erhält man die noch 
zu beweisende Gleichung. 

Der Beweis für ein beliebiges geodätisches Dreieck einer 
NullfläcTie lässt sich in ähnlicher Weise führen, wie es im § 22 



^c-l 



für die Mannigfaltigkeiten N= . . g 2c geschehen ist. 

Die Gleichungen P), P) und II*) bilden die Lösung der 
Aufgabe, die Eiemannschen Coordinaten sind gegeben, man soll 
die a;-Coordinaten bestimmen. Zur Bestimmung der Winkel S^ 
und ©hat man die Gleichungen IIP) und IIP). Aus IIP) folgt 
noch, dass zwischen zwei Punkten unendlich viele geodätische 
Linien möglich sind. 

Der Fall Ci=0, d. h. 

18) ^=-^1^^ ^ 

bedarf einer besonderen Behandlung. Für die Grenzen dieser 
Mannigfaltigkeit ist ^=0 und Q=ß. Da 

(iV)^o=o=(iVW=^^ (iV|o)^=o=0, {NQ\=ß=oo, 

da ferner die Gleichung 

dNg 1 



Q 



=0 



keine hier in Betracht kommende Wurzel hat, so kommen in der 
Mannigfaltigkeit 18) ausser den Nulllinien nur Linien im vor. 

Man hat nun für den Minimalpunkt, wenn log^=t^ gesetzt 

1 ^ 

wird, Wm=-7'^ — ; ferner ist 

l/ÄiZ) 

y2 2 

Wm—W 



sin0=— , QOse=^^^^^^^'^--^=€^/l-KD^w^: 
19) fK.r^^.log'^^+^^J^, ^m=Vwl-w\ <= 



W 



^,(,)=- V^^-' 



m 



J~2 i' 

VWja — W 
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20) 



Endlich folgt aus ^V|Osin0=xVoßoSin®"=^Vm^ 

o.. sin© sin©^ 1 

jlj - - = - -= -. 

Die Gleichungen (19) geben dann 



22) 



2 






tß 



cos 



' ^ tr Sin© 

C*m = cV tTui — W^=^ Win COS ©, 

und hieraus und aus 20) folgt, dass 

• r,/i:r COS©— COS©^ 



23) 



I 



sin ©^ sin© 
, r^y 1— cos©^cos© 
' ^ sm©^sin© 

^ / iC^ ^m ^^ /r^ 2 cos©-cos©^ 
^=W?m(COS©— COS©0), =^yK^Wra ^ ^^• 

'' BD ■ ^ cos ©^ cos© 
Diese Gleichungen und die Gleichungen 21) geben nun 
1) *=sin©^M? sin Ai/Äi r=sin©tro sin h ^K^ r 

«) cosAVJJr,r= ^ ] --^^ 

Endlich erhält man aus 20), 21) und 22) 

sinÄl/Äir+cos©^cosÄy^r , 



II 



^) cotg©= 



sin 00 

cos ©_ sin 7i ]/jg^ r+cos© o cos h ^K^ r 

Wt 



w 



2' 



^0 

oder 



1 _cos Ä y/Tj r+cos©o sinÄ j/Äj r 
sin© sin 00 

^^=Q0^ h y^i r+cos©o sin h fKr, 



w 



^) cotg©o= 



_ cos© cos h l/iTi r — sin Ä l/üTi r 



oder 



sin© 
cos ©0 cos© cos h |/i^r — sin h l/X ^ 

Wq w 
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23? 



II 



4\ _ _ .. 



1 _ cos A l/iTi r — cos ö sin A '\/K^r 



und aus P) und IP) 



sin© 



oder 



= cos A )/Äi r— COS0 sin A }/^i r- 



24) 



$= 



sin 0® Wq sin A "[/Äi r 



cos A yifi r+ CO80® sin A l/ÄTj r 
Diese Gleichung und die. Gleichungen IP) bilden die Lösung 

der Aufgabe, die Riemannschen Coordinaten sind gegeben, man 

soll die a?-Coordinaten bestimmen. 

Setzt man in IP) und IP) die Werthe P) imd P) von 

sinAj/Ä^r und cosAj/Ä^r ein, so erhält man zur Bestimmung 

der Winkel 0^ und die Gleichungen 



25) 



cotg 00 = - ^—-- ~ , cotg = '^-^ — 



2 



Für P hat man noch 

,_sinA/ürir_ <f 



P= 



Dass die geodätischen Dreiecke einer Nullfläche sich auch 
in diesem Falle wie die geodätischen Dreieeke einer Mannig- 
faltigkeit von dem constanten negativen Krümmungsmasse —K^ 
verhalten, brauchen wir, wie vorhin schon bemerkt wurde, nur 
für das Dreieck {x^x'x) zu beweisen, dessen eine Ecke x' in 

der Nulllinie Öx^ liegt. Der Beweis kann mit Hülfe der folgen- 
den Formeln geführt werden: 

1) *=sin a^ 10 sin A ^K^ R=mnTWi sinA]/Ä\ 22 



a) 



w. 



8) -*^^=cos Al/ÄjÄ+cosai sin A |/ÄiJB 



w 



h) 



8) — =cosAl/jSriÄ— cosTsinA V^ÄiJB 

*) COS A yAi Ä= — ^ ' — -: 

' 2w^w 

^) *=sin v^ w? sin A j/Äj r=sin0 Wq sin A y^Ä^ r 

Ate 

^) — — cosA yÄ'ir±cost/;sinAyirir 
^) — =cosA l/Äir— co8 0sinAl//ir, r 






2?(5^?^ 
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wo die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, jenachdem 

Es wird sich nun darum handeln, hieraus die Formeln 23} 
des vorigen § abzuleiten. Man hat 

dw 

-j 
w 

es ist mithin 






26) 



cosAV/i4ri=^^^. 



Die zweite Gleichung 23') folgt nun unmittelbar aus den 
ersten Gleichungen a*) und ft*). Ferner ist o=^{t—S). Ent- 
wickelt man dann sino und coso mit Hülfe von a^) a^) b^) b^) 
und benutzt b% so erhält man die erste Gleichung 23^) und 
die Gleichung 23*). 

Der Gleichung a^) kann man die Form geben: 

oder mit Httlf e von fc*) und der letzten Gleichung 26) die Form : 

cosAyÄiÄ=*^cosÄj/Äir+'^^cosAi/iri>i~-^*^; 
hieraus folgt aber, da 

— =cos Ä l/iTi r^ ±sin h ^K^ r^, 

bei Benutzung von b^) die Gleichung 23'). 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich 23^) verificiren. Hiermit 
haben wir aber unseren Satz bewiesen. 

Für das Erümmungsmass hat man noch 

iC= -i^i+cos V ^1 (log^)'? 

wo der Winkel y) die im § 10 angegebene Bedeutung hat. 

Wir wollen nun noch nach der Methode des § 22 die Glei- 
chungen der Mannigfaltigkeiten 1) und 24) in der (w+1) fachen 
ebenen bestimmen. Für die Mannigfaltigkeiten 1) ist 

^HN Ci /^- , l/l— (l+cf)COS*M? , , i:v N j 
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w möge zwischen 2jLm und {2ju+l)7i liegen, y möge für w 
=2ju7i+- verschwinden, dann ist 



if^+~ 



28) 



iK,y=±j 



F{w) dw. 



w 

Beide Vorzeichen führen zu demselben Gebilde, wir wollen 
das obere wählen. 

Aus der ersten Gleichung 27) folgt, dass jedem Werthe von 
^1 zwei Werthe m?j und w^ von to entsprechen, die der Gleichung 

genügen. Da nun für Werthe von Wy die diese Gleichung er- 
füllen, ^1+^8=0 ist, so entsprechen jedem Werthe von q zwei 
gleiche aber entgegengesetzte Werthe von y. Aus 27) und 28) 
folgt ferner 

_Cl_ 

J ^1 ' cos^ir 

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem 
w§2jim+'^ ist; oder ^iy = ±jdQi\^~^'^^^^^''^ 



2 



oder, wenn 

V 

E{u) = /sin ^am u du 



gesetzt wird 

/ - . - / Ti, X . sin am u cos am u\* 

* Zu denselben Formeln führt die Betrachtung des Stückes 
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e, liegt zwischen ^h^ "»d /^'' ^ zwischen nnd 1. Setzt 



so zeigt eine einfache Überlegung, dass das Stück der Mannig- 
faltigkeit 1), für das tr zwischen 2^+a nnd (2/t+l)nr— o, oder, 

( g>.+ l )>r-a yji+n 

was dasselbe ist, e zwischen ßß '■ nnd /9e <^' liegt, in 
der Mannigfaltigkeit 29} nicht vertreten ist. 

FUr n^2 schneidet die Meridiancnire, und zwar senkrecht, 
die ^i-Achse im Fnnkte a, und die zur y-Achse parallele Linie 
Qi=Ob in den Punkten d^ und d, wo 

— c. ^ yi+c| — >l£ 



Für die Mannigfaltigkeit IS) ist 

1 1 ß 

jedem Werthe von q^ entspricht also nur ein Werth von w, also 
auch von q. Man hat dann 

Gl 



- toa=-(2;u+IK «!b=— (2,<+2)*, 
wenn die Annahme gemacht wird, daas y für 

«■=-(2,*+2>i+5 

verschwinde. 
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wo ßi zwischeo und —j= liegt; nimmt man dann noch an, 

dasB V für p,=-r= versehwinde, 
80 wird 

80) " Vir.g i 

-l/i-ir.sj. 

Die Meridiancnrve (für n=2) 
berührt die ß,-Ach8e im Punkte a, 
tind nähert sich der positiven y- 
Aehse asymptotisch: 



Das Stock der Mannigfaltig- 
keit 18), fUr das u> zwischen nnd 

1, d. h. Q zwischen - nnd ß liegt, Fig- ^■ 

ist in der Mannigfaltigkeit 30) nicht vertreten. 



9 35. Beifplele. 

Wir wollen nns nun noch knrz mit dem Falle JT^O, d. h. 
1) A^=s=-' 

beschäftigen. Auch hier können wir c>0 annehmen, Ea möge 
zuerst c>0 sein. Da für ein positives c 

ist, und da die Gleichung -t— =0 keine hier in Betracht kom- 
menden Wurzeln besitzt, so lässt sich über die in Kede stehen- 
den Mannigfaltigkeiten folgendes aussagen : sie haben einen Null- 
punkt, der aber nur dann zum Anfangspunkte eines Riemannschen 
Coordinatensystemes dienen kann, wenn c=l, d. h. wenn die 
Mannigfaltigkeit eben ist; die Punkte mit unendlich grossen Co- 
ordinaten liegen im Unendlichen ; ausser den Nulllinien kommen 
nur Linien L^ vor. 

Setzt man nun s<==«, und bedeutet x wieder die Entfernung 
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des Punktes x yom Nullpunkte, so ist 

Vm=Dit ^ = — } 8m0= — , COS0= ^* 

Ferner hat man 

€C—=eVv^—Vm=vcosß; 

X 

c*m=arccos— , sin€c4>m=co80, coscd>m=— , c*m=ö; 



2) 



CXVV —Vm 

und die Doppelgleichnng 

Nz sin0= AVo sin0^=iVni^m 

nimmt die Form an 

X sin0=ro sin0^=rm. 
Endlich ist 

Aus den vorigen Gleichungen lassen sich nun die folgenden 

ableiten 

„. . ^ rsin©^ ?-sin0 

3) smc4>= = 

r Xo 

4) r =rco80— tocosö^ 

5) r =rcos0+rocosc4> 

6) ro=— rcosö^+rcoscö^ 

7) c0+e-e^=O ,P=r. 

Diese Gleichungen zeigen aber, dass zwischen den Grössen 
r=ay r=6, Xq=Cj c0=A, n—&^^By 0=C 
dieselben Beziehungen bestehen, wie zwischen den Seiten alc 
und den Winkeln ABC eines geodätischen Dreieckes einer ebenen 
Mannigfaltigkeit. Dass sich ein beliebiges in einer NuUfläebe 
befindliches geodätisches Dreieck (a h c) wie das zuletzt genannte 
verhält, lässt sich leicht sowohl mit Hülfe der vorigen Formeln 
als auch mit Hülfe der Diflferentialgleichungen 31) bis 33) § 18 
zeigen. 

Aus 3) und 4) folgt 

8) x^^xl siri20H(^+to cos®«)«, 
aus 6) und der ersten Gleichung 3) 

nx ^ ^ rsin©o 
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und mit Hülfe dieser Gleicbungen kann man die a;-Coordinateu 
durch die Riemannschen ausdrücken. 

Ferner geben die Gleichungen 5) und 6)^ indem man aus 
ihnen mit Hülfe von 3) r eliminirt^ 

1AN ^ r^ rcosc4>— to , ^ r— rocosc4> 

10) cotg0^= ; — :=r-^, cotg0= -, — — — • 

Endlich erhält man aus der ersten Gleichung 3) und aus 6) 
durch Elimination von 0^ 

11) r*=r*+rj — 2rrocosc$, 

und diese Gleichung und die Gleichungen 10) können dazu dienen; 
die Riemannschen Coordinaten durch die a?-Goordinaten auszu- 
drücken. 

In Folge der Gleichung P=^r sind die geodätischen Linien 
der Mannigfaltigkeiten 1) zugleich in ihrer ganzen Ausdehnung 
kürzeste Linien. 

Was die durch zwei gegebene Pankte gehenden geodätischen 
Linien angeht, so verhalten sich die Mannigfaltigkeiten 1) genau 
wie die Mannigfaltigkeiten § 23, 1); nur hat man für den Winkel 
00 die Gleichung 10). 

Als Gleichung der n- fachen Mannigfaltigkeiten 1) in der 
(w+1) fachen ebenen ergiebt sich aus 6), §21 



_yr 



c» 



12) y=^^-7-ei, 

wo — =^1=2* ist. Dieser Gleichung entspricht nnr dann ein 

reelles Gebilde, wenn c<l ist. Zwischen den a?-Coordinaten und 
den y-Coordinaten bestehen die Gleichungen 



1— c 



X, 






Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass für n=2 
12) die Gleichung eines geraden Ereiskegels ist, dessen Spitze 
mit dem Anfangspunkte der ^-Coordinaten zusammeni^llt; c ist 
der Sinus des Winkels, den die erzeugende Gerade mit der üm- 
drehüngsachse einschliesst. 

Ist, beiläufig bemerkt, c<0, so liegen die Punkte mit un- 
endlich kleinen Coordinaten im Unendlichen, während die Punkte 
mit unendlich grossen Coordinaten durch eiuen im Endlichen ge- 
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legenen Pankt vertreten siDd; die geodätischen Linien gehören 
in diesem Falle zu den Linien L™>. 
Für das Erümmnngsmass hat man 



K= 



X«2«^ 



Wir haben nun noch den Fall c^Oy d. h. 

13) iV^=- 

z 

zu berücksichtigen. Diese Mannigfaltigkeit besitzt weder einen 
Punkt mit unendlich kleineu, noch einen Punkt mit unendlich 
grossen Coordinaten, der im Endlichen liegt. Da für jeden Werth 
von z Nz=\ ist, so ist jede Linie ^=const. zugleich geodätische 
Linie. Die Mannigfaltigkeit 13) hat femer nur Linien L^, die 
Linien 2 = const. bilden die Grenzfälle dieses Systemes. Wie 
wir gleich sehen werden, ist nämlich 

log — = *cotg0^ 

die letzte Gleichung der unter dem Winkel S^ vom Punkte x^ 
ausgehenden geodätischen Linie, und diese Gleichung nimmt fQr 

2=2o=const. 
an. Es ist nun 

Z>i=sin0=sin0^, €0=«; 
feiner, wie eine einfache Rechnung zeigt, 

log— 

14) -= — ä, 15) <P=tg0<>log-, also 16) 0=sin0o-. 

H COSÖ^ ^ °^0 ^ 

Dass sich auch in diesem Falle die geodätischen Dreiecke 
einer Nullfläche wie die geodätischen Dreiecke der ebenen Man- 
nigfaltigkeit verhalten, lässt sich leicht zeigen. Wir betrachten 
zu diesem Zwecke ein Dreieck {x^x'x)^ dessen Eckpunkt x^ sich 

auf der Nulllinie Oo;® befindet, ^^ möge grösser als q sein. Unter 
Beibehaltung der früher angewandten Bezeichnungen hat man 
dann: 

für die Linie x'x 

I) 1) -=-A 2) $=8inö,- ; 

X cos Oj ' X 
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für die Linie x^x 

. z . 
log— 

II) 1) -= — ^, 2) <P=siii9>-; 

' X COS9? X 

und — = / NdQ=\og—* 

Aus 1 1) und II 1) folgt nun 

17) r^ =r 008 99— i? cos o^ ; 

aus 1 2) und II 2) 

18) Ä : r = sin 99 : sin a^ . 

Da a^o^—(pj so hat man ferner 

sin a=sin o^ cos 9?— cos a^ sin 9;, 
oder in Folge von 12), 112) und 17) 

19) 8ma=^=^L__. 

Entwickelt man endlich sinai=sin(ö+99), sin99=sin(ai — a) 
und benutzt 18) und 19), so erhält man 

r== jB cosa+fj cos93 
iJ=^cosa— T*! cosaj. 

Hiermit haben wir aber unseren Satz für das Dreieck (x^x'x) 
bewiesen, also auch, wie sich leicht zeigen^ lässt, für jedes geo- 
dätische Dreieck einer Nullfläche. 

Die Gleichungen 15) und 17) dienen zur Bestimmung der 
a?-Coordinaten durch die Riemannschen Coordinaten. Zur Bestim- 
mung der letzteren durch die ersteren hat man die Gleichung 15) 
und die aus 14) und 16) sich ergebende Gleichung 



?-*'+hj) 



2 



In der (w+1) fachen ebenen Mannigfaltigkeit ist . 

20) Q^=x 

die Gleichung der w-fachen Mannigfaltigkeit 13). Die Differential- 
gleichung 6) § 21 giebt in diesem Falle 

21) ^=log-. 



X -Zq 



Zwischen den a;-Coordinaten und den y-Coordinaten bestehen 
die Gleichungen 
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m 

WO Zo d®r Werth von z ist, für den y verschwindet. 

Für w=2 ist 20) die Gleichung eines geraden Kreiseylinders, 
and die aus 15) und 21) folgende Gleichung 

$=tg0^^ bestimmt eine Schraubenlinie auf dem letzteren. 

X 

Für das Krümmungsmass der n-fachen Mannigfaltigkeit hat 

, __ cos*!F 

man noch ä= — ^— 

7(r 



§ 26. Das Krümmungtimass einer biBliebigen n-fachen 

Mannigfaltigkeit. 

Zum Schlüsse mögen hier noch einige Bemerkungen Platz 
finden, die das Krümmungsmass einer beliebigen n-fachen Mannig- 
faltigkeit betreffen. 

Gehen vom Punkte z der n-fachen Mannigfaltigkeit 
1) da^^Zdxk'dzidzx* 

2 Curven aus, die in z eine Berührung erster Ordnung haben, so 
ist, wenn u? den Contingenzwinkel bezeichnet, 

2^axxKdzx+dhx){dzx*+d^Zxd 

2) COSM?= ^' 



i2:axx'{dzx+d^zx)(dzx^+d^Zxi)2:auidzx+dhx)(dzx^+dhx*)Y^^ 

ds (dzn) und ds (dz^) seien nämlich die vom Punkte z aus- 

gehenden Elemente der beiden Curven, v^ und v^ bezw. die 
Richtungscosinus dieser Elemente: 

n n 

(d) 2!f*CifixdZH ^^) ^/^ttfi^dz^ 

Haben die Curven im Punkte z eine Berührung erster Ord- 
nung, so besitzen die beiden Elemente ds und ds dieselben 

Richtungscosinus, d. h. es ist v,t=Vx. Man hat also die Glei- 
chungen 

♦ Die durch positive Änderung je nur einer 2;-Coordinate ent- 

(0 
stehenden Elemente ds bilden das n-fache Element, auf das sich die 

Richtungscosinus der von z ausgehenden Linienelemente beziehen. 
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a^i {d8dzi--d8dzi)+ . . . +aniiS8dzn'-dsdzn)=0 

ain{i8dz^ — d8dZi)+ . . . +ann{^8dZn — dsdZn) = 0] 

und hiei'aus folgt, da die Determinante dieser Gleichungen nicht 

verschwinden kann, dass 

d8dZt(=^d8dzH 
ist. Giebt man mithin den beiden Elementen dieselbe Länge 
{d8=d8)y SO hat man 

dZx == dZy. 

Für die vom Punkte Zx+dz^ ausgehenden Elemente der 
beiden Curven hat man nun die Coordinaten 

ZH+dZx+d{Zx+dZx)^Zx+2dZx+d^Zx, 
Zx+dZx+d(Zx+dZx)^Zx+2dZx+d^Zx', 
oder, auf tlen Punkt z^+dz^ bezogen, die Coordinaten 

dzx+dhx und dz^+d^z^. 

Der Winkel, den diese beiden Elemente einschliessen, ist 

dann der in Rede stehende Contingenzwinkel tr, cos«? hat also, 

was zu zeigen war, den Werth 2). Die Coefficienten a^A' der 

Gleichung 2) beziehen sich auf den Punkt z^+dz^] und man 

kann, da der Winkel w unendlich klein ist, statt cos toi — ^ 

setzen. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dem Nenner ihrer 

rechten Seite, erhebt die resultirende Gleichung zum Quadrat und 

vernachlässigt, was vernachlässigt werden darf*, so erhält man 

d8^w^=d8^ 2!axx^d^zxd^zx^— (2!ciw dzxd^zx^Y 
n' \kx' / 

+ds« Zau.' S^zx Shx^— IZaxx' dzx d^zx'\^ 

XX' \VJ ) 

— 2d8^ ZO'ix* d^zx d^Zx'+2 Xo^uf dzx d^zy S^a^j dzx d^zx^. 

XX' XX' U.' 

Setzt man dann 

/ Zxt, = dzx d^Zf^ — dZf, d^zxy 

3) I i^A/* = dzx d% — dZf, d^zxj 

' a vy/ = axi ÜHfi — (^Xh d/^iy 

wo V der Combination A^w, v der Combination ix entspricht, und 

avv/=ay/v ist, so wird 

f d8^W^ = j;ayyjZyZyt+2;ayyi Yy Yyi —2 2<^yyt Zy Yyi 
yyt yy/ yyt 



4) 



2tO-vyt{Zy— Yy){Zy/— Yy/), 

yyl 



* Unendlich kleine Grössen von einer Ordnung, die grösser als 6 ist. 
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V und v' sind gleich 12, 13...n— 1 nzo setzen; die erste Snmme 
ist z. B. eine quadratische Form der Grössen Z^^ . . .Zn^i,n niit 

der Determinante <^i^i2.i2 • • • ^n— m. n— in« 

Da wir es hier nur mit solchen Punkten der w-fachen Mannig- 
faltigkeit zu thun haben, für die das Quadrat des Linienelementes 
bei beliebigen Werthen der Variationen der Coordinaten positiv, 
d. h. mit Hülfe einer linearen Substitution in eine Summe von n 
Quadraten verwandelbar ist, so sind bekanntlich die Determinante 
^±^1 • • • <^n und ihre Diagonal-Determinanten für alle hier in 
Betracht kommenden Werthe der Coordinanten grösser als Null. 
Weiter unten soll gezeigt werden, dass unter dieser Vorausetzung 
die Determinante ^±012,12 . . . On-m, n— m ond ihre Diagonal-De- 
terminanten ebenfalls grösser als Null sind ; die rechte Seite der 
Formel 4) besitzt demnach in allen Punkten, die hier zu berück- 
sichtigen sind, Werthe, die grösser als Null sind. 

Die Coordinaten zx mögen nun die ßiemannschen sein: 



5) 



f (dxA 



7 

X=7fi 

S^dw Ca ca' = ^(auOo C;i cx» = 1 *, 
w xy 



wo ds das Element der vom Punkte x^^ dem Nullpunkte der 2, 
nach dem Punkte z führenden geodätischen Linie, r die Länge 
der letzteren bedeutet; und das Quadrat des Linienelementes der 
vorliegenden Mannigfaltigkeit in der Form 



%v 



gegeben ist. Die erste Gleichung 5) charakterisirt bei constanten 
cx eine im Punkte x^ anhebende geodätische Linie, und auf eine 
solche beziehen sich dann die beiden letzten Gleichungen 5). 

Soll ein vom Nullpunkte ausgehendes Linienelement c in dem 
von demselben Punkte ausgehenden Flächenelement {c^c') liegen, 
so muss, wenn, was wir annehmen wollen, die Linienelemente c^ 
und d orthogonal zu einander sind, d. h., wenn 

S,(fl>xx^QCxCx'=^ ist, 

XX' 

6) Cx = Cx sin 9?+ cj cos 9? ** 



* Siehe Riemanus gesammelte Werke, Seite 384, 385 und 386. 
** 9? ist der Winkel, den die Elemente c und c^ einschliessen, er 
ist nach der Seite von & zu zählen, nach der d liegt. 



§ 26. DaSiKrümmungsmass ein. beliebigen n-fachen Mannigfaltigkeit. 249 

sein; man hat mithin, wie eine einfache Überlegung lehrt; flir 
die Punkte einer geodätischen Fläche, deren Anfangselement mit 
dem Element (c^cO zusammenfällt 

6*) zx= r{cx sin tp+cl cos <p) ; 

und durch Elimination des Winkels (p erhält man als Gleichungen 

dieser Fläche: 



Zh 2j z^ 



Ch Ci Ca 

111 

Ch Ci c% 



=0, x=3,4...w; 



oder, wenn 

-X ' ' ^Cfi Scx ^ 

7) CAC^-C^CA = CA-ß--C^^=CA^ 

gesetzt wird. 

Es sollen nun die laufenden Coordinaten dieser Fläche mit 

zi bezeichnet werden, sie selbst soll den Punkt z enthalten, und 
man setze 

dann kann man den Flächengleichungen die Form 

I Zh'-Zx=Ph{zi—Zj) +?x(22— ^a)? «=3, 4 . . . », 
geben; die Lage des Punktes z wird durch die Gleichungen 6*) 
bestimmt. 

Für das Linienelement dieser Fläche hat man 



10) 



AA' d(p a<p ^ («aaOo »Ca acA' 



wo / und 9?' die Flächencoordinaten des Punktes 2' bedeuten. 

Mit Hülfe der Gleichung 6*), die natürlich auch für den 
Punkt z' der Fläche I gilt, lassen sich diese Formeln in folgen- 
der Weise ableiten. 

Zur Bestimmung einer beliebigen geodätischen Linie der 
Mannigfaltigkeit 1) giebt das bekannte Verfahren die DiflFerential- 
gleichungen 



♦ Biemanns Werke, Seite 390. 
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t ^ iM ^zi* 

in denen, wenn die Linie vom Nnllpnnkte ansgeht, die Grössen 
c als constant anzusehen sind; fflr diese Linien ist mithin 

, "^ 15 

l J C/^fA' in 

also 

n n 

2^ öu' Ca = 2!^ (öu')o Ca, 
und hieraas folgt 

11) 2:aa'CA^=2;(aaOoCA^-=a 

AA' (i<P AA' CUp 

Ans 6) erhält man noch 
11^) d(p^= 2{audo dci dci^. 

AA' 

Für ein beliebiges vom Punkte z' ausgehendes Linienelement 
folgt nun aus 6^) 

dzl=CArfr'+r'dcA, 
und dieses Element liegt in der Fläche I, wenn 

dc,=0d<p' 

ist, d. h., wenn ca und cx constant sind. Für das Linienelement 
der Fläche I ist also 

12) dz\=^cxdr'+r'~\d(p'. 

acp 

Macht man endlich diese Substitution in den Ausdruck 1), 
so erhält man bei Benutzung der Gleichungen 11) und 11^) die 
abzuleitenden Gleichungen 10). 

Setzt man in 10) und 12) statt r' (p r % so beziehen sich 
diese Gleichungen auf den Punkt z und geben für die Richtungs- 
grössen der Anfangselemente ds^^ und ds^ der vom Punkte z 
ausgehenden Curven 99=const. und r=const. 

-rTv=CA=CA sm 99+CACOS99, 

dzx r dcx 1 Bzx r , * . x 

as^ mdq) md(p m 
durch die zu einander orthogonalen Elemente ds^ und ds^ wird 
dann das vom Punkte z ausgehende Element der Fläche I be- 
stimmt. 



13) 
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=0 



Die Gleichungen 

II «1— «x=?k(2i— 2?x)+W;<(«2— ^2), x=3,4 . . . n, 
wo 

"""L^^ "^""^L^^ ^''^'^ds^dr ds"d8"' 
ist, charakterisiren eine zweite vom Punkte z ausgehende Fläche^ 
deren von diesem Punkte ausgehendes Element durch die Li- 
nienelemente da" und da'" bestimmt wird. Man kann nämlich 
den Gleichungen II für Punkte, die dem Punkte z unendlich 

nahe sind, die Form 

dZn dzi dz^ 

dz: dz[ dzi 

m ui II' 

dZn dzi dZi 

geben; dies sind aber, in Übereinstimmung mit unserer Behaup- 
tung, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass das beliebige vom Punkte z ausgehende, in der Fläche II 
liegende Element ds mit den Elementen da" und da"' in dem- 
selben Flächenelement liegt. 

Zur Bestimmung der Punkte, die die Flächen I und II ausser 
dem Punkte z mit einander gemein haben, hat man die Glei- 
chungen 

(Ps{z[-Zi)+q^{z'^-Z2)—{Zs'-Zs)=0 

PH{zi—Zi)+qH{Zi—z^) — {z^—ZH)=0 

Diese Gleichungen geben aber nur dann von Null verschie- 
dene Werthe der Grössen zx—zi, wenn ihre Determinante ver- 
schwindet, d. h., wenn die Gleichungen 

Ph ?« ~1 



14) 



14») 



Z3 W3 — 1 



=0, x=4,5. .. w, 



Ih ^m — 1 

stattfinden. Ist das der Fall, so befriedigen die aus beliebigen 
drei der Gleichungen 14) sich ergebenden Werthe von z\—zx die 
vierte; wir wählen die Gleichungen 

* Statt der Zeiger x 1 2 3 kann man natürlich auch die Zeiger 
ax aj 02 03 setzen^ wenn a^ 02 ... an eine beliebige Permutation der 
Beihe 1 2 ... n bedeutet. 
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III 



7k(2?i— 2i)+mK(2i— «j)— (Zx— 2h)'^0, x=3,4 . . . n. 
Dies sind aber n—1 Gleichungen, die eine durch den Punkt 
z gehende Curve darstellen. Verschwinden mithin die Determi- 
nanten 14^), so schneiden sich die Flächen I und II in der Curve III. 
Den Bedingangsgleicbuugen 14^) kann man mit HUlfe von 
7) die Form 

Szi dz^ oz^ Szh 



ds" ds" ds" ds" 

III III Hl _ lli 

dzi dz% dzs dZx 
d/'^W^'d^ds 
und ftlr den Nullpunkt die Form 



dr Sr dr Sr 

dzi Sz^ Sz^ dzx 
d(p d(p d(p d(p 

dz", dz, dz, dzi 



lll 



Hl 



=0, 



c? 


c2 


et 


cl 


/ 


/ 


1 


1 


Ci 


C2 


cz 


Cx 


dz[ 


dz% 


dzs 


dSfn 


dB" 


ds" 


ds' 


ds" 


dz\ 


dZ2 


dz% 


dZn 



=0 



ds'' ds'" ds" ds" 

geben; dies sind aber die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafür, dass die vom Punkte z (bezw. vom Nullpunkte) 
ausgehenden Elemente {ds^^ ds^) und {ds' ds") der Flächen I und 
II in demselben 3-fachen Element liegen. Befindet sich mithin 
das Element ds" in dem von z ausgehenden Element (ds^^ ds^) 
der Fläche I, was wir für das folgende annehmen wollen, so 
schneiden sich die Flächen I und II in der Curve III. 
Wir betrachten nun noch die Curve 

^ I I I 

ßH^Zx=lx{zi—Zi)+mx{z2—Z2)y «=3,4 . . . w, 
wo /i und f^ vorläufig beliebige Funktionen von z^ . . .Zn sein 

sollen. Da bei unendlich kleinen Werthen von zx—zx die Glei- 
chungen IV in die Gleichungen III übergehen, so haben die 
Curven III und IV im Punkte z, und zwar in dem gemeinschaft- 
lichen Element ds"y eine Berührung erster Ordnung. 
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Den Riehtnngsgrössen des Elementes dd' kann man die 
Werthe 

dz, dzj . ^dzV , 

geben. Macht man diese Substitution in die zweite Gleichung IV, 
so stellen die Gleichungen IV eine einfach unendliche Curven- 
schaar dar, deren von z ausgehende Elemente sämmtlich in dem 
von demselben Punkte ausgehenden Element {ds^^ ds^) der Fläche 
I liegen; und nach Elimination des Winkels v eine Fläche V*, 
deren Anfangselement mit dem Element {ds^^ ds^) der Fläche I 
zusammenfällt, so dass die Flächen I und V*^ im Punkte z eine 
Berührung erster Ordnung haben. Die erste Gleichung IV und' 
die durch Elimination von v sich ergebenden Gleichungen 

^3^12+^1 ^23 + 2^2^31 ^3 ^12+^1 ^23+^2^31 



16) 



0, «=4,5...w, 



wo Mi^= 



dz, dz: öz^dz- 



Ni.= 



ÖZidz. Sz^dZi, 

S(p ds" 



yx=zx—Zk ist. 



drds'" drds'"' ^'"* dcpds' 
sind die Gleichungen der Fläche V*. 

Über die Lage des Elementes ds'" sollen nun die folgenden 
Voraussetzungen gemacht werden. 

d«'" möge zu dem von z ausgehenden Element {da^^ ds^) 
der geodätischen Fläche I, also auch zu dem Element da^'y ortho- 
gonal sein: 



17) 



/// 



/// 



dzx özxi dzx özx' ^. 

AA' ds dr AA' ds S(p 

ferner soll 



/// 



dz^ _ 
ff — P^ 



sem: 



1 



\d8 
dann hat man 



dzi , dz2 



ds 



ds 



fff) 



«=4,5 . . . w, 



dzi 



=A 



wo 



A2 A» 

A2 A3 



Szi 



dz 



III 
2 



? 



ds 



ttt 



D 
D..D 



13 Al 

23 -^21 



dz 



111 
3 



ds 



tff 



=x 



DnD 



12 



Al A2 



Ai=-^ («^ii+ai)+ . . . +^ (öm+an) 



12 = ^(«21+A) + 



• . • 



SZn 

dr 

f -g^ («2n+/?n) 



* V ist der Winkel, den die Elemente ds^* und ds^^ einschliessen; 
er ist nach der Seite von ds^^ zuzählen, nach der ds^ liegt. 
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Ö^^n/ 



Ai=^(a»+ai)+...H5^ 



(flln+an) 



i?„=?^ («„+/»,)+ ■ . . +fe (a»n+/8n) 



'88 



d^ 



df? 



«1 =1^4^41 + • • • +Pnönl A =?4 ^41 + 



ön=i>4^4n+ • • • +i>n«nn 

isty alsO; wenn 



/5n = f4^4n+ 






rCi.=A 



gesetzt wird, 



Ai A» 

At Ai 

Aj Ai 

-^28 ^21 

i>i« As 

^22 -^23 



ix 
ix 
in 



in 



ÄH+0< ÄlJc + Ox 
Ö2i+/?i (hn-^-ßx 

<hi o^x 

(hi+ßi a^x+ßx 
da (hx 



Wir setzen nun 

2^ix, kf* AiH = Sxft^ tx=12, 18 . . . n— In; 
ix 

beachtet man dann^ dass 



dzxdzxf 



öziSzxi 



\u/ er dcp / 



VY» kk' or dr XX' d(p d(p 

ist^ so findet man mit Hülfe einer einfachen Rechnung für die 
Richtungsgrössen des Elementes ds"' die Werthe 



dzz 



jff' 



— -J— M<lÄ81+ • • • +-4«nÄ8n}, ^=1,2,4 . . . W, 



Msi /S81+ • • • +^3n /8^8n— W»}. 



Aus diesen Gleichungen folgen noch die Relationen 

/// /// /// 



18") 



wenn die Complexion Xix die Zahl 3 nicht enthält, nnd 
. dzs . dzi . dz'x _Ai^Xm'^ 
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Ertheilt man nun den Richtungsgrössen -rw, diese Werthe, 



da 



=0, 



= — Aw 



^2x 



= 0, 



Mi2 3f23 



III 



A^ads 



dz2 

— 77fy 



1 8^^1 



ds 



18 

ifl3 Mix 

iVi8 -2^2« 



12 -^'23 



km 



2 



d7' 



> 



= X«»* -T— ^r^,> 



^io(2^ 



iff' 



= -Am« 



■^12 
t2x d2?l 



A^2 ^*' 



= - km 



8 



^iH dgi 



^12 



/// 



(2^ 



/// 
2^ 



(^; 



i-2x))=0 



SO erhält man 

Ji^ij -Ml« 

wodurch die Gleichung 16) in 

{z:-z.-p. {z\-z^)-q. iz.-z,)) {^Äz.-z») 

übergeht. Besitzen demnach die Richtungsgrössen der Elemente 
ds' und ds" die Werthe 15) und 18), so geht die Fläche V» in 
die Fläche 

4-23=^)3 (2|-2i)+g8(22-2r2)+A(2l~2l)*+A(22-- 2^2)* 

ZH—ZH^PH(Zi—Zi)+qH{z2—Z2)} »=4,5 . . . w, 
über, und diese Fläche wird von der Fläche II in der Curve 
IV geschnitten; dabei besitzen die Flächen I und V im Punkte 
z eine Berührung erster Ordnung. 

Wir wollen nun die Formel 4) auf die Curven III uud IV 
anwenden. Das vom Punkte z ausgehende gemeinschaftliehe 
Element dieser Curven fällt, wie schon oben bemerkt wurde, mit 
dem Element ds" zusammen. 

Die Gleichungen der Curve IV geben für den Punkt z, wenn 
der Einfachheit wegen {d'^zx)zf=z=^d'^z gesetzt wird, 
[ dz\=p,dz[+q,dz, 
d%=ps d%+qs d%+2f^ {dzir+2f, (dzl)*, 

L^2 dZH-\-L2x dZi +Zrxl dz2 = 

L^^d'^Zn'^-Ltx d\+Lxi d^Z2==0. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt dann, wenn die 
Grössen Z der Gleichung 4) sich auf die Curve IV beziehen, 

^12 • '^2x • -^xl = -«-'i2 • ^2k • -^Hl] 

und diese Gleichungen und die bekannten Gleichungen 



19) 
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Zi2 Zxfi = Zix Zfft — Zift Zu * 
geben 






Ziu=^ ^— Li 

'1« 

Beziehen sich die Grössen Y der Gleiehnng 4) auf die 
Curve III, so hat man Fji^=0; für die beiden Curven III nnd 
IV wird also, wenn noch beachtet wird, dass 

^dyyt Ly Liyl = 1 , 

Das Verhältniss zwischen dem Contingenzwinkel nnd dem 
Bogenelement kann anch im vorliegenden Falle als Mass fttr die 
gegenseitige Krümmung k der beiden in Rede stehenden Carmen 
dienen, es soll desshalb 

Q ds 
gesetzt werden, so dass 

Zii 

Aus den ersten beiden Gleichungen 19) folgt nun weiter 
Li9 -^si4"g8 Aa 

Z,, 2d2[{f,{dz[y+f,{dz',n 
Femer erhält man leicht mit Hülfe der Gleichungen 18*) 

_ -. __ dz[ Xm^^ 

man hat also 

21) 6=± 



2 



Zur Bestimmung des Faktors X dient die Gleichung 



/// _ /// 



dzx dzx' 
w ds ds 
Multiplicirt man die Gleichungen 18) bezw. mit axt..>axnj 
summirt und beachtet die Gleichungen 17*) und die Gleichung 



* Allgemein hat man Fix FXfx—Fa FHfi—Fifi FxX, wenn F eine der 
Grössen Z, Y^ L^ C bedeutet. 
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• in '^ 



WO 



f*VO> 



ist; SO findet man 

dzi 



o>Xfi axr axa» 

<Hfi (kr dito 

^Hf* (^HV (^X<0 



«AI 



da 



/f/ 



■h . . . +axn -i-^^^i— JS^UxA 



ds" A, 



tXf 



8 tx 



WO 



flV 



Um a 



Es ist mithin 
dzx dzxi 



JSdXX' 



XX' 



ds"'d8'" A 



18 



IlAil 

ix \ 



/// 



- dz\' , dz 

'*d^ • • • *^^***^o 






Da bxiM = — hiXx='hxXi ist, so besteht die zweite Summe der 
letzten Formel, wie sich leicht zeigen lässt, ans Gliedern von 
der Form 

bxix^Ai. d^'-Axx^,+Axi-^,^y 
man findet also mit Hülfe der Gleichungen 18^) 



21*) 

so dass 

2P) 



A«= 



ö=±- 



m^2:buxAi^^ 

ix 



m 



rMW+iMi 



Die Summe P=2!hixAiH ist eine quadratische Form der 



ix 



Grössen A^^ A^^ . . . Am A^^ . . . A^n A^^ . . . An-i,n mit der Deter- 
minate 

A ^ , 912 814 81nS24 82n 845 8n— l,n 

JM — ~ ^ .4- • . • • • • • • • 



sin 824 



S2nS45 



8n— l,n' 



und zwar, wie jetzt gezeigt werden soll, eine für alle hier in 
Betracht kommenden Punkte positive Form; d. h. die Determi- 
nante A und ihre Diagonal-Determinanten sind grösser als Null. 

Multiplicirt man die ersten i Zeilen der Determinante 

17 
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a^i . . . Ort öy, K+l Öy, k+2+A 

Orfl . . . ÖW ör/, K+l öy', k+2+A 
<-l 



l«,»',^ 



= -A<,K+l,K+2+A 



bezw. mit ßu. . . ßu=Ai^i, den Adjunkten der Elemente au . . .ou 

der Determinante ^±0^ . . . a**=^{, und addirt die ersten i— 1 
Zeilen zur i^^, so erhält man 

itf^; ja.<— 1 ja<,K+i,K+f+A=-A<_i,<ia<_i,K+i,K+2+x—-A<_i,H+i -a<— i,<,x+2+a 

1=1,2 ... x; und für v und r gleich t verseh windet die rechte 
Seite dieser Oleichung. 

Transformirt man dann mit Hülfe dieser Gleichung die De- 
terminante 

rj VI Ai-UiJ-¥l Ai~h»t,n ^<-1,k+1,k+2 jf-1,K+l,x+2+A 

-a<=--Ä±-A<— 1, <,<+!•.• -A<_i,K,n ^t— l,K+l,K+2 -A,— i,x+l,x+2+A, 

(2ii-»«-i-l)(x— f) 



worin c<= 



+^+* die Anzahl der Elemente 

^<-l.<+l,<+2 jf-l,x+l,K+2+A 

-a.<_i,i+i,,-^-2 . . . -A<_i,K+l,K+2+I 



ist, SO wird; wie eine einfache Rechnung zeigt, 
oder da 

^*^^ ^n:-^«— l»e,e+l • • • -Äe_i,e,e+1+^ — V-^e^ -^c+l+^ 



ist 



Diese Gleichung giebt nun 

hMä^T iÄ\X\)-^^' US)*H*+„ 

Äi=utjr (4^)"'"+" us)'^,+., 



Äi=ut:;r U:=l) 



-1N-(1+A) 



(4sr'Ä 



»«> 



wo 



ist. 



|K— 1,«,H+1 



«— l,K,n JX— l,X+l,K+2 



[X— l,X+2,X+f+A 



-"K — ^Zt'O.K— l,x,x+l • • .-ÄK— i.K,n-a^x— l,x+l.x+2 • • • -a.K_i,K+2,x+2+A 



Setzt man in 22) j=x, so kann man mit Hülfe dieser Glei- 
chung die Determinante H^ in ähnlicher Weise wie die Deter- 
minante Hi transf ormiren ; man erhält 



♦ rj — 



c<— c<+is«n— t— 1. 



§ 26. Das Krümmungsmass ein. beliebigen n-fachen Mannigfaltigkeit. 259 

oder mit Hülfe der Gleichung 23) 
man hat mithin 

wo also -4«=^±%i • • • ^M 18*? ^°d 

iy.=«s u^r"-'-* «})' usr' <si *• 

Diese Gleichnng hat nun offenbar anch dann noch Gültigkeit, 
wenn in ihr statt der Zeigerreihe 12 ... n die Reihe a^ o^ . . . On 
gesetzt wird, wo diese eine beliebige Fermntation jener bedeutet. 
Setzt man dann 0^=3, a^=lj «3=2, a^^x, so stellt die Deter- 
minante H^ die Determinante A und zugleich deren Diagonal- 
Determinanten dar; andrerseits sind die Determinanten der rechten 
Seite der letzten Gleichung bekanntlich, als Diagonal-Determi- 
nanten von ^±«11 . . . «nn, sämmtlich grösser als Null: 

„Die Determinanten Ay ^±f i| fit . . . werden also eben- 
falls, was zu zeigen war, grösser als Null sein^. 

Ist 1=1, so hat man 

TT w»_|_ ^1* jxn jx+l,x+2 jx+lx+2+A 

^1 — Ji»lt-^12 • • • ^xn-^x+l,x+2 • • • -a.x4.1,x+2+A 

die Determinanten 2;+A\l A\l . . . 2!±All . . . ^S-ljS sind also 
auch, in Übereinstimmung mit einer obigen Behauptung, grösser 
als Null. Es ist hierbei zu beachten, dass für i=l 

22) Ai[H-\-l,H-\'i-{'X='(hl •^x+l,«+2+A— öti,;«+i ^i,x+2+A 

+«l,K+2+A -4l.x+l**, 

23) ^i-4l2 • • • -4j|2+^ = öll J-iötii • . . (h-k-f*, 2+f* 

wird. 

Es bleibt noch zu bemerken übrig, dass der Beweis der 
im Vorigen benutzten Gleichnng 23) leicht zu führen ist; man 
hat hierbei, von der Determinante 



* X zwischen 1 und n— 2, X zwischen und n— x— 2. 
** In diesen Formeln ist aber 

axi axx 






0>fJti (ZflH 



=a<X| Xfi* 
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^11 ' • • ^l,«+l Öl,«+1+A« 






ttyi . . . av,e+l «^,«+1+^ 

ausgehend, ihre linke Seite in ähnlicher Weise za transformiren, 
wie es oben mit der Determinante Hi geschehen ist. 

In den Ausdruck 2H) für q hat mau nun die ans 15) sich 
ergebenden Werthe 

dzx_o(p dr 

ds' m 

einzusetzen. Man erhält auf diese Weise 

o4^ m»(l+r>) 

¥ro 

und dies ist der reciproke Werth der gegenseitigen Krümmung 
k zweier Normalschnitte — der Fläche II mit den Flächen I 
und y — wenn das Anfangselement der schneidenden Fläche II 
durch die Gleichungen 15) und 18) bestimmt wird. 

Für die ausgezeichneten Werthe von q hat man dann die 

Gleichung ^=0, d. h. die Gleichung 

v{Bv^+2mSv+m^ T)=il+v^XH^+'niS)y 
oder auch 

Aus diesen Gleichungen und der Gleichung 24) folgt nun 

für die ausgezeichneten Werthe von q: 

_ w?v _ m* 

±^""2P*/-(i2t?+wÄ)' *^'~2PHSö+wr)' 
oder nach Elimination von v die quadratische Gleichung 

m(ig+m^r ) m^ 

^ ^2PV.(ü;r-Ä2) ^"^4P(i2r-/S2)~ 
Bezeichnet man endlieh das Produkt der beiden Haupt- 
krümmungen (fci und Ic^ mit K^ so ist 

A= 2 == ü ^ 



m* m' 
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oder 

WO P die quadratische Form der Grössen Cj^ Ci4***Cin C7s4...Ctn 
C!i5 . . . (7]i-i,n bedeutet, die die Determinante A besitzt. 

Der Punkt z möge nnn mit dem Nailpankte zusammenfallen- 
fallen. Unter dieser Voraussetzung ist die schneidende Fläche II 
ebenfalls eine geodätische Fläche, und ihr Anfangselement wird 
durch die Gleichungen 



26) 



Cx^Ch sin v+c2 cos v; 

ju CiH Ä|i+ . . . +Cn>« Äsn 1 o >! -. 

^3 = — 



P*/t 

Sx^=JS<^lfi CiH,i»c=l»,18...(ll— 1)d> 
ix 

bestimmt, dabei schneidet sie die geodätische Fläche I in einer 
geodätischen Linie. Versteht man desshalb unter der Krümmung 
einer beliebigen vom Nullpunkte ausgehenden Gurve die gegen- 
seitige Krümmung der letzteren und der mit ihr in dem entspre- 
chenden Punkte eine Berührung erster Ordnung besitzenden geo- 
dätischen Linie, so ist 

der Werth des Produktes der beiden Hauptkrümmungen der Fläche 
V im Nullpunkte. Hieraus folgt nun fast unmittelbar: 

„Das Riemannsche Krümmungsmass 

K= — 2 JS' ( -^ — 5— I Cab Cgh 

im Punkte x^(z=0) und in einer Flächenrichtung, die durch die 
zu einander orthogonalen Linienelemente c^ und c' bestimmt wird, 
ist gleich dem Produkte der beiden Hauptkrümmungen der Fläche 

(CiiZH=C»aZi+CiHZiy x=4,6...n, 

wenn /i und /*, der Gleichung 4tPfif^=K genügen, und wenn 
das Anfangselement der Schnittfläche durch die Gleichungen 26) 
bestimmt wird.^ 



♦ /.<^.«. 



(A«)(>=1. 



262 § 26. Das Krümmuiigsmass ein. beliebigen n-fachen Mannigfaltigkeit. 
Ist n=3, so haben die Flächen I, V nnd II die Gleichungen 

V «i-2?S=i>8 (2l-2l)+?8 (^i-«2)+/i (2i-2i)»+/i (^i-^j)*, 
II 2i-Ä8 = i8 («l-^i)+W8(2;-2,). 

Die Flächen I nnd V haben das gemeinschaftliche Anfangs- 
element {ds^^ ds^) ; I ist eine geodätische Fläche^ V die Fläche, 
nm deren Krümmung in Bezng auf die Fläche I es sich han- 
delt. II ist die Schnittfläche, sie hat das Anfangselement (ds" 
d8'")\ das Element ds'j das in dem Flächenelement {ds^^ ds^) 
liegt, besitzt die Richtungsgrössen 

28) -p-,={cx cos9> — cjsin^) — sin v+{cx sin 93+CA cos <p) cos v, 

wo r nnd q> die Coordinaten des Punktes z in der Fläche I be- 
deuten. 

Das Element ds" steht auf dem Flächenelement {ds^^ ds^) 
senkrecht, und diese Bedingung genügt zur Bestimmung seiner 
Bichtungsgrössen^ die zweite Gleichung 17) fällt also in diesem 
Falle weg. 

Ist axfi die Adjunkte von a^^ in der Determinante -4=^±au 
0^18^87 B^ b^^ mariy wie eine einfache Rechnung zeigt, 

l dz' 

^/ =^ .Z-^i^ a<x,28 =^ {-4,3 Oji +-431 aji +ili j Ogi} 



29) 



in 

dz% 



^^^f = ^ 2^ix a<x,81=^ {^28 012 + -481 «22+-4i2 Ogg} 

dz 



j //r — ^ £^iH Otx,12 — ^ {-4g3 ai3 + -43i 028 + -4i2 033), 



also 



/// . /// _ /// 






w _ /// _ //y 






/// _ /// _ w 



dz\ dZ2 , dzz _2 A A 



/// _ /// 



und ZdiH -^r^, =^*^ {^23^23+^31 ^^81+^12 ^12} 



* y und v' gleich 12,13 . . . (n— l)n. 



§96. Dasitrammttngsmass ein. beliebigen n-fachen Mannigfaltigkeit. 26d 
SO dass 

Dieser Werth von X^ folgt natürlich auch ans der allgemeinen 
Formel 21»); für »=3 ist nämlich 2:bMxAi^=AAl^. 

Die Fläche II schneidet nun, und zwar für jede Lage der 
Elemente ds" und ds^ die Fläche I in der Curve 

die Fläche V in der Curve 

die in Rede stehende Krümmung der Fläche Y bezieht sich aber 
auf zwei Curven III und IV, für die das Anfangselement ((fo" 
ds''') der Schnittfläche II durch die Richtungsgrössen 28) und 
29) bestimmt wird, d. h. für die die Flächenelemente {ds" ds") 
und {ds^^ ds^) orthogonal zu einander sind. 

Man hat endlich P=AC\^y und /i und /, haben der Glei- 
chung 

ZU genügen. 

Ist z. B. die in Rede stehende Mannigfaltigkeit eben, so 
stellen die Gleichungen I und II Ebenen dar, und es handelt sich 
um das Gaussische Krümmungsmass der Fläche Y. Da 

1 s 

dz[*-^f^> dz^dz;-^' dz-^*~^'* 

ist, so hat man für das Krümmangsmass der Fläche V im 
Pmikte z' 

3'z; dx ö««; 



dz'* dz'* dz' dz' Af f 

und im Punkte z 



K= 






964 (86. Das Krflmmnngsmass ein. beliebigen n- fachen MannigfalUgkeit. 
oder, da CU+CU+CU^l ist, 

was mit dem obigen Ausdrucke ^fift ^C\^ übereinstimmt, da 
ftlr die ebene Mannigfaltigkeit ^=1 ist. 

Da nun diMS Krttmmungsmass K für die ebene Mannigfaltig- 
keit den Werth Null hat, so ist entweder f^ oder f^ gleich Null 
zu setzen, so dass die Fläche V sowohl die Gleichung 

«i-«8=i>»(^l~«i)+fe(^i-^j)+/i(2;--zi)*, 

als auch die Gleichung 

haben kann, wo f^ und f^ willkürliche Funktionen der Coordi- 
naten z^ z^ und z^ bedeuten. 



BericlitigiuigeB* 

Seite 14, Zeile 6 v. o. lies 9b) statt 9). 
24, 9 7 ▼. u. „ um statt nun. 

„ 44, „ 1 V. u. . (^)^ statt g)- . 



9 

9 
9 



9 
9 
9 



74, ^ 8 y. u. „ xl statt £• 

87, » 1 V. u. , cos(*— e^) statt cos(*+öO). 

93, 9 10 y. o. „ m* statt tfif. 

106, , 14y.u. , _ statt ^• 

124, „ 3 y. o. „ 60 statt ^. 

148, „ 3 y. o. „ idyf'dyf") statt (d^id^'O- 

165, „ 13 y. u. 9 setzt statt so setzt 

178, „ 1 y. u. 9 der statt die. 
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